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Theorie der kleinen Planeten. 

Ton 

Martin BrendeL 

Erster Teil. 



Vorgelegt in der Sitsong vom 81. Juli 1897 dorch W. Schur. 

Einleitung. 

L Die Zahl der EntdeckongeQ kleiner Planeten hat sich in den letzten 
Jahren aosserordentlich vermehrt, seitdem die von Heim Max Wolf eingefiilirte 
photographisohe Methode Anwendung gefunden hat, and es wird heutzutage 
Bolchen Nenentdeckongen weit weniger Interesse entgegengebracht als in frühe- 
ren Zeiten, wo dieselben noch Terhältnissmässig selten waren. Die grosse Anzahl 
der bereits bekannten kleinen Planeten beginnt vielmehr die Astronomen in Yei- 
legenheit za setzen, da ea immer schwieriger wird, den Bewegongen dieser vie- 
len HinunelskSrper rechnerisch zn folgen, Ans diesem Gnmde hat man sogar 
davon sprechen hören, dass man den Planet«nentdeckem anheim geben wolle, 
ihre Entdeckungen während einer längeren Zeit mSgUchst einzoschränken , um 
den Reebnem Gelegenheit zn geben, die Bahnen der bereits bekannten kleinen 
Planeten genaner festzulegen, ohne sie dnroh weitere Entdeckongen mit Bech- 
nongsmaterial zn überhäufen. 

Der VerfaBser ist der Ansicht, dass es sehr verfehlt wäre, diesen Planeten- 
entdeckongen Einhalt thon zn wollen ; denn eine jede Beobachtung kann für die 
Zukunft von grosser Wichtigkeit werden, wemi sie auch im Aogenblicke wertlos 
erscheint, und wir mfissen sicherlich danach streben, unsere Kenntniss des Sonnen- 
systems möglidist zn vervollkommnen. Wenn man Zweifel anssprechen hört an 
dem Werte der genannten Entdeckungen , so ist dies nur ein Anzeichen dafür, 
dass die Bedmong mit der Beobachtung nicht mehr gleichen Schritt halten kann. 
Dies hat aber seinen Grund nicht allein in der grossen Menge der nenentdeckten 
Planeten, sondam es sind thatsächlich die Fortschritte auf dem Gebiete der 
praktischen StOmngsrechnnng hinter denen der beobachtenden Astronomie zn- 
rückgeblieben, trotzdem auf dem Gebiete der Theorie, haoptsSchlich in Schweden 
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4 HARTIN BRKNDEL, 

und in Frankreich, die letzte Zeit eine grosse Reihe hervorragender Arbeiten 
zu verzeichnen hat. Doch haben bei der Complicirtheit des Probleme die theo- 
retischen Erfolge noch immer nicht rechte Früchte tragen können für die rech- 
nende Astronomie. 

Es erscheint daher als eine sehr dringliche Änfgabe, Methoden anfznstellen, 
mittels deren man den Bewegungen der zahlreichen kleinen Planeten rechnerisch 
folgen kann. Man wind voq voi^^hereift darauf- veiatchten »üsBen , die Coordi- 
naten aller dieser Himmelskörper mit derselben Genauigkeit dnreh die Kecbnong 
darznstellen , mit der man den Bewegungen der grossen Planeten folgt, denn 
das Arbeitsmaterial würde zn gross werden. Nor diejenigen der kleinen Plane- 
ten, die aus irgend einem Grande ein specielleres Interesse verdienen, wird man 
mit aller erreichbaren Schärfe berechnen. 

Es bieten sich demnach der rechnenden Astronomie in bezug anf die kleinen 
Planeten die folgenden beiden Aufgaben: 

I. Ihre Coordinaten soweit genähert zn berechnen, dass man sie ohne 
Schwierigkeiten nach einem gewissen Zeitraum am Himmel wieder auffinden and 
die neuen Planeten von den bereits bekannten leicht nnteracheiden kann. 

n. Ihre Coordinaten innerhalb der Beobachtnngsfehler darzustellen, wenn 
es sich um die Bestimmung irgend einer der Constanten unseres Sonnensystems 
oder um Fragen der Mechanik oder der Coamogonie handelt. 

Bei Bearbeitung der erstnren Aufgabe können offenbar die aDsznfBhrenden 
StSmngsreohnungen sehr erbeblich abgekürzt werden. Herr Berberich, dem die 
astronomische Welt für seine mühevolle Arhat der Identifieirang dea gr&ssten 
Teils der in den letzten Jahren nea beobachteten Planeten verpöiditet ist, bat 
gezeigt, daae man mit Hilfe der Photographie einen Plaiutan nach mehreren 
Jahren wieder ani^nden kann) ohne überhaupt Störungen zu rechnen, indem man 
die elliptische Bewegung zu Grande legt. Es wird indessen angezeigter sein, 
die Störungen soweit zn bestimmen, dass man den Planeten nach einem Zeitraum 
von 50 bis 100 Jahren mit dem Fernrohr ohne besondere Schwierigkeit wie- 
der findet. 

Die Pariser Aoad^mie des Sciences hatte für den Prix Damoiseau fllr i&s 
Jahr 1894 folgende Aufgabe gestellt: 

„Perfectionner les mäthodes de calcul dee pertnrbations des petites planstes 
en se bornant & repräsenter lenr position, k quelques minates d'arc pr^, 
dans un Intervalle de cinqaante ans; construire ensnite de« tables nnmäriqnes 
permettant de däterminer rapidemenb les parties prinoipales de» pertorbationB''. 

Es ist dies die erste der beiden eben genannten Anfg&ben, mit der wir ona 
im Folgenden in erster Linie beschäftigen w«rden , nnd es ist die vorliegcoide 
Abhandlang im Wesentlichen eine weitere Ansarbntni^ einer von der Akademie 
mit dem Preise gekrönten kürzeren Arbeit. Ich- will< aber die Grenzen noch 
etwas enger ziehen and' versuchen , die geooentrischen Coordinatsn der Plane- 
ten während' eines Jahrhunderts im AUgemeinen innerhalb der Bogenminute 
darzoBteUen; und femer will lob den Entwicklongen eine solche AUgeneinbeit 
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geben , daes sie anch zur LöBimg der zweiten Anfgabe als Gmodlage dienen 
können. 

Bei Bearbeitong der ersteren Anfgabe wird man Jnpiter allein sia BtÖren- 
den Körper beriicksichtigen (wenn man einige vereinzelte kleine Planeten aos- 
sckliesst, welche von Seiten des Mars^) oder Satnms beträchtliche Störungen 
erleiden), nnd zwar wird man die Bewegimg Jupiters als elliptisch ansehen. 

Im zweiten Falle mnss man aosser dem Einflnsse Japiters anch noch die 
anderen störenden Körper einführen, nnd man wird aoch die wahre Bewegung 
der störenden Körper betrachten müssen, wie sie ans ihrer gegenseitigen An- 
siehnng folgt. 

Ich werde versuchen, beiden Aufgaben gerecht zu werden, indem ich mich 
einerseits anf die Betrachtang eines einzigen störenden Körpers (Jnpiters) be- 
schränke , da die Berücksicbtigang mehrerer störender Körper keinen wesent- 
lichen Unterschied in den Entwickinngen bedingt. Andererseits aber werde ich 
die Bewegung Jnpiters, am die Allgemeinheit des Problems za wahren, nicht 
von vornherein als elliptisch tusehen, sondern ich werde seine wahre Bewegung 
in die Entwicklungen einfuhren. Im weiteren Verlaufe sollen dann mit Rück- 
sicht auf die erstere Aufgabe bedeutende Vereinfachungen vorgenommen werden, 
dadurch, dase ich die Bewegung Jupiters in die elliptische übergehen lasse. 

S. Unsere Entwicklungen und Annäberungen werden nach Potenzen von 
gewissen Constanten fortschreiten, die den Excentricitsten nnd Neigungen in der 
eUiptischen Bewegung analog, aber anabhängig von der störenden Masse- sind; 
und zwar wird zunächst die Störongsfunktion nach Potenzen dieser G^rössen 
entwickelt werden. Ich will jedes Glied, welches die n<te Potenz oder ein ent- 
sprechendes Produkt dieser Grössen als Faktor enthält , ein Glied n-te& 6r»> 
des nennen, und bei der Entwicklung der Störungafonktion die Glieder dritten 
Grades zunächst vernachlässigen. Bei der weitaus grössten Mehrzahl der klei- 
nen Planeten wird diese Genauigkeit ausreichend sein, nm ihre Coordinaten 
innerhalb der in der ersten Aufgabe gegebenen Grenzen darzustellen. Nur für 
diejenigen Planeten , deren Excentricität oder Neigung einen aussergewöhnlich 
hohen Betrag erreicht, ebenso wie fUr diejenigen, deren mittlere Bewegung sehr 
nahe in einem conunensurablen niedrigzahligen Verhältniss zur mittleren Bewe- 
gung Japiters steht, wird man eine weniger scharfe Darstellung erreichen. Dodi 
wird es nicht schwierig sein, in diesen Fällen einige wichtigen Glieder dritten 
und vierten Grades nachzutragen. Ich werde demnach in den Bifferentialglei- 
chongen für die Goordinaten des gestörten Körpers die Glieder dritten Gradea 
(welche sämmtlich mit der störenden Masse multipüoirt sind) bei Seite lasa^i; 
dagegen werde ich in den Integralen (oder richtiger Lösungen) dieser Gleichun- 
gen, d.h. in. den Ausdruckan für die Coordinaten, nicht durchweg alle Glieder 
höheren als. zweiten Grades vernachlässigen; denn ans Gliedern, welche in den 



1) Vgl H. Lemke, Ü6ber die Hars- nnd JuplteratSrnngen der kleinen Pluaun Tom.H^» 
l^pQS. InUfDret-DiMertatlM, BetliB 18&7. 
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DifPerentialgleichimgeii niederen als dritten Grades sind, können in den Integra- 
len beträchtliche Grlieder vom dritten and von hSheren Graden durch den Inte- 
grationsprocesa (Kapitel VI — VII) entstehen, namentlich, wenn die mittlere Be- 
wegung des betreffenden Planeten sehr nahe in einem commensorablen Verbält- 
niss zu derjenigen Japiters steht. 

3. Die Excentricitäten und Neigongen in der elliptischen Bewegong, nach 
deren Potenzen die Entwickinngen in den älteren StÖrongstheorieen fortschrei- 
ten, enthalten implicit die störende Masse ; die Entwicklangen nach ihren Poten- 
zen enthalten also schon implicit eine Entwicklung nach den Potenzen der stö- 
renden Masse , was bei uns nicht der Fall ist. Ausserdem wird anch in den 
älteren Theorieen im Allgemeinen nach den Potenzen der explicit auftretenden 
störenden Maase entwickelt. Diese Entwicklungen sind non in vielen Fällen 
unbedingt divergent, wie von Gyld^n und anderen gezeigt worden ist. Wir 
werden darum nicht in jedem Falle unsere Entwicklangen and Annäherungen 
nach den Potenzen der störenden Masse ordnen; dennoch will ich, der Ueber- 
sichtlichkeit halber , ein jedes Glied , das die n-te Potenz der störenden Masse 

■enthält, als Glied n-ter Ordnung bezeichnen. Man kann in dieser Beziehung 
die Planeten in zwei Gruppen teilen; 

I. Solche Planeten, deren mittlere Bewegung so beschaffen ist, dass ihr 
Verhältnias zu derjenigen Jupiters keinem (niedrigzahligen) Bruche sehr nahe 
kommt ; in diesem Falle können die Annäherungen anbedenklich nach den Poten- 
zen der störenden Masse geordnet werden; ich will diese Planeten gewShn» 
liehe nennen. 

IL Diejenigen Planeten, deren mittlere Bewegung sehr nahe commeneura- 
bei mit derjenigen Jupiters ist; wir nennen sie nach einer von Gyld^n eioge- 
führten Bezeichnongsweise charakterlfitlaebe Planeten. Hier führen die Ent- 
wicklangen nach den Potenzen der störenden Masse langsam oder garnicht 
zum Ziele ; ich werde daher bei diesen Planeten die wichtigen Störangsg]ieder 
höherer Ordnungen schon in der ersten Annäherung berücksichtigen. Diejenigen 
unter den charakteristischen Planeten, welche einem commensorablen Verhältniss 
in bezug aaf die mittleren Bewegungen besonders nahe konunen , d. h. näher 
kommen als eine gewisse später zu bezeichnende nntere Grenze, nenne ich bri- 
tlsebe Planeten (in gewisser Analogie mit Gyld^n's kritischen Gliedern); unter 
ihnen sind diejenigen einbegriffen, welche jene Form der Bewegung zeigen, die 
man Libration genannt bat. Ob indessen im Systeme der kleinen Planeten wirk- 
lich Fälle von Libration vorkommen, kann erst nach Abschlnss der auszo^ihren- 
den Rechnungen entschieden werden. 

4. Die Methode , welche ich anwende , hat als Gimndlage die Untersuchun- 
gen , welche Gyldän in seiner schönen Theorie der absoluten Bahnen gegeben 
hat , und ich habe den Störungen im Wesentlichen dieselbe Form g^^ben wie 
er. Gyld^n hat sich allerdings als Hauptziel eine Darstellung der Planetenbe- 
wegongen gesetzt, welche für einen unbegrenzten Zeitraom giltig sein and es 
daher auch erlauben soll, über die Stabilität des Systems zu entscheiden; wir 
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wollen uns vorläofig nur yornehmeii , die Coordinaten des geetörten Körpers 
während eines beechränkteii , wenn anch ziemlich langen Zeitraoms (eines Jahr- 
linnderte) darznatellen , nnd deshalb können wir nns viele Umändernngen and 
Vereinfachnngen gestatten, die zwar die nnbeschränkte Convergenz unseres Ver- 
fahrens in Frage stellen , aber für die praktische Rechnong von bedentendem 
Vorteil sind. 

Es sei noch besonders hervorgehoben, dass nnsere Methode aoch für die 
ebarakteristischen und kritischen Planeten anwendbar ist, and dass sie es aach 
ermöglicht, die Fälle zn behandeln, in denen Libration stattfindet. Das Haapt- 
princip ist die strenge Anordnang der Annähercngen nach dem G-rade der Grlle- 
der, nicht aber nach den Potenzen der störenden Masse. Die Grnndzüge unserer 
Methode finden sich bereits in einer in schwedischer Sprache erschienenen Abhand- 
lung *) and in meiner Dissertation ^) , wenn sie aach seitdem recht erhebliche 
Vereinfacbangen erfahren hat. Ich will indessen hier eine vollständige Dar- 
stellnng geben, and es vermeiden, den Leser anf die genannten Arbeiten zn 
verweisen. 

5. Die anabhängige Veränderliche, welche ich nach dem Vorgange Giyld^n's 
anwende, ist nicht die Zeit, sondern die wahre Länge des gestörten Planeten 
in seiner momentanen Bahnebene , die mit v bezeichnet wird. Ich habe mich 
überzeagt, dass dies Verfahren sehr bedeatende Vorteile mit sich bringt. Schon 
in der elliptischen Bewegnng drückt man den Radiusvektor als Fonktion der 
Länge aas ; denn wenn man ihn als ezplicite Funktion der Zeit darstellen will, 
SD erhält man einen sehr complicirten Aosdmck, der sich nor dorch eine anend- 
liche Reihe geben lässt, die nach Potenzen der Ezcentricität fortschreitet; fuhrt 
man nun aber in die Differentialgleichmig des Radiusvektors in der gestörten 
Bewegung die Zeit als unabhängige Veränderliche ein *), so erhält man in dieser 
äleichnng eine ebensolche unendliche Reihe , welche nach den Potenzen der Ex- 
centricität fortschreitet, and deren Glieder nicht mit der störenden Masse 
maltiplidrt sind; vernachlässigt man dann, von einer gewissen Potenz der 
Excentricität an, die Glieder dieser Reihe , so vernachlässigt man Glieder , die 
man sonst in der angestörten Bewegang berücksichtigt ; wenn auch bei geringen 
Excentricitäten diese G-lieder sehr klein sein können, so bringt doch ein solches 
Verfahren erhebliche Nachteile mit sich. Li den älteren Methoden drü<^ man 
auch thatsächlich den Radiusvektor durch die Gleichang 

, ■- °('-0 

1 + CC08(0 — «) 

aU Funktion von v ans, and giebt dann allerdings gewöhnlich ecos« nnd esinx 



1) Om anv&ndningea kf d«a abaolut» atOriDgBtaorien etc. AstroDomiska JaktUgelaer och 
UnderBSknmgar anstUda pS StoekholmB ObserTatoriam, Dtgifsa af H. Ojld^a. Band IV Heft 8. 

2) üeber die Anwendang derOjldän'achea abBolnteo Stönmgstheorieetc. Berlin-GOttlDgen 1890. 
S) Backlond , üeber die Bewegung einer geviueD Orappe dar kleineo Planeten. Htooires de 

TAcadänie Imperiale dei Bdence« de St.-P«tenbonrg, VII. Särie. Tome XXXVIII So. 11. 
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als Fonktionen der Zeit, oder man tagt dem angefiilirteii Ausdruck einen Faktor 
hinza, der die Stönmgen des RadiosvektorB als Fonktionen der Zeit enthält. 
6«gen ein solches Veriahren ^st sich Kichts einwenden. Am vorteilhaftesten 
habe ich gefanden, einige der auftretenden Fonktionen dar<^ v, andere durch die 
Zeit aoszodriicken ; mn jedoch die Integrationen nicht onniitz zo compliciren, habe 
ich zunächst überall v als unabhängige Veränderliche beibehalten ond ersetze 
dann da, wo es angemeseen erscheint, v durch die Zeit. Auch nimmt die Gryl- 
d^n^sche Entwicklang der Stönmgsfooktion , die nach diesem Princip ausgeführt 
ist, eine sehr s^nnmetrische Form an. 

In seinem Werke „Les H^thodes noayelles de la Käceuiiqne Celeste" macht 
Herr Foincarä *) einige B^nerkongen über den G-ebrauch von v als unabhängiger 
Veränderlicher. Er sagt, die wahre Länge v' des störenden Körpers, weldie in 
der Stömi^fiinktion auftritt, sei eine bekannte Funktion der Zeit, aber eine 
anbekannte Funktion von v ; bei Ersetzung von v' durch v führe man also noch 
anbekannte Grössen ein, was man nicht thäte, wenn man v' durch die Zeit 
ersetzt. Indessen enthält die Störongsfunktlon nicht nur v', sondern auch v, 
ond vor allem die Differenz v — v'. Vermeidet man, v' selbst durch noch anbe- 
kannte Grössen auszudrücken, so findet man dieselben an anderer Stelle wieder, 
und die Differena v — v' enthält stets solche unbekannten G-rössen, wie man sie 
auch transformiren mSge. 

6. Im vorliegenden ersten Teile werde ich die Grandformeln für die Be- 
wegong des gestörten Planeten geben und die Bifferentialgleichongen seiner 
Coordinaten integriren, d. h. die Relationen zwischen den heliocentriscben Coor- 
dinaten und der Zeit herstellen. Da wir als unabhängige Veränderliche die 
wahre Länge v einführen, so werden wir den Radiusvektor des Planeten, seine 
Breite über der Fondamentalebene and die Zeit als Funktion von v erhalten, 
and um die Coordinaten direkt als Funktion der Zeit darzustellen, ist noch eine 
anschwer auszuführende Transformation erforderlich, die ich im zweiten Teile 
zu geben beabsichtige. 

Zur leichteren Orientimng habe ich der Arbeit ein ausführliches Inhalts- 
verzeiebniss beigegeben. 

Die Ausdrücke für die Coordinaten, die ich in diesem Teile ableite, sind so 
beschaffen, dass sie nach Potenzen der erwähnten mit den Excentricitäten und 
Neigungen vergleichbaren Grössen fortschreiten und dass ihre Coefücienten im 
TJebrigen nur von der mittleren Bewegung des gestörten Planeten abhängig sind 
und also mit derselben als Argument tabnlirt werden können. Die zur Her- 
stellung solcher allgemeinen Tafeln nötigen Rechnungen sind für die Planeten, 
deren mittlere Bewegungen zwischen 700" und 1200" liegen, bereits im Giinge, 
und ich hoffe sie dem zweiten Teile einverleiben zu können ; aus ihnen können 
die Störungsglieder für einen beliebigen Planeten direkt entnommen werden. 

Begreiflicherweise kann ich im Folgenden die Formeln für die cbarakteri- 



1) Tome 11 pRg. 204. 
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stischen Planeten nicht in Bolcher Ausführlichkeit geben wie für die gewöhn- 
lichen; denn je mehr ein Planet sich der strengen Commensnrabüität nähert, 
desto mehr Grlieder mnssen herücteichtigt werden, nnd desto mehr Einflass ge- 
winnt der Betrag der Ezcentricität nnd der Neignng auf die Entwicklnugen. 
Ich werde dämm iSr die charakteristischen Planeten die Entwicklnngen nur 
bis ZQ Gliedern niederen Ghrades vollständig geben , jedoch so , dass der wei- 
tere Gang der Rechnnng ohne Schwierigkeiten zu übersehen ist. Ans dem ge- 
nannten Grunde lassen sich die charakterietischea (oder wenigstens die kriti- 
schen) Planeten aach nicht ohne Weiteres in die zu berechnenden allgemeinen 
Tafeln aufnehmen, und es empfiehlt sich mehr, sie einzeln zn berechnen. Dennoch 
werde ich bestrebt sein, die Lücken, welche unsere Tafeln in der Nähe der 
Commensnrabilitäten zunächst zeigen werden, auszufüllen, wenn dies auch der 
wenigen Planeten wegen, welche sich dort befinden, nicht lohnend erscheinen 
mag. Es ist aber von hohem Interesse, eine Uebersicht zu gewinnen, wie fictive 
Planeten sich an diesen SteUen verhalten würden; nnd es ist das Endziel unserer 
Arbeit, beurteilen zu können, wie jeder beliebige kleine Planet sich bewegen 
würde, der sich in dieser Zone befinden kann. 

Im zweiten Teile soll von der numerischen Anwendung der im ersten ge- 
gebenen Entwicklungen die Rede sein und von der Herstellung der genannten 
allgemeinen Tafeln. Des weiteren soll der zweite Teil von der Bearbeitung 
der einzelnen Planeten handeln, d. h. also : 

Von der Bestimmung der Bahnelemente ans den Beobachtungen mit Berück- 
sichtigung der Störnngen; 

Von der Herstellung knrzgefasster Tafeln für die einzelnen Planeten, aus 
denen entweder die jeweiligen osculirenden oder analoge (instantane) Elemente 
entnommen werden können ; diese Tafeln , welche auf einen Zeitraum von je 
hundert Jahren ausgedehnt werden sollen, werden für je einen Planeten den 
Kaum von zwei Qnartseiten voraussichtlich nicht übersteigen. Für den Planeten 
(91) Aegina sind sie bereits berechnet; 

Endlich von der Verbesserung der Bahnelemente nnd der genannten Tafel- 
werte aus den gefundenen Differenzen „Beobachtung— Rechnung", worin auch die 
im sechsten Kapitel dieses ersten Teils erwähnte secnlare Variation der Elemente 
einbegriSen ist. 

7. Man wird vielleicht in dieser Arbeit Untersuchungen darüber vermissen, 
ob die angewandten Reihenentwicklungen nnd Annäherungsverfahren in streng 
mathematischem Sinne convergent sind. Ich bin aus begreiflichen Gründen in 
dieser Frage einstweilen nicht zu abschliessenden Resultaten gelangt, nnd habe 
mich mit der Thatsache begnügt, dass sie für die praktische Lösung unserer 
Aufgabe brauchbar sind, wie aus den wertvollen Untersuchungen des Herrn 
Poincarä folgt, soweit es nicht im Folgenden selbst bewiesen ist. Meine Be- 
mühungen waren darauf gerichtet , mit einer gewissen mathematischen Strenge 
— zu der ich die Anregung Herrn Poincarö's wertvollem Werk ') verdanke — , 

1) PoiDcar^, Les M^odds noavelleB de la M^Moique Celeste. 

AbUlgn. i. K. Om. i. WlH. n IMttiiiciB. Hatli^liTiL KL H. F. Bud 1, t. 2 
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Torzagehen, indem ich wenigstens die Yorbedingangen £ir die Braadibarkeit 
unserer Methode festgestellt , und es vennieden habe, den Äosdmck Convergenz 
da zn braachen, wo seine Berechtigong nicht nachgewiesen ist. 

Damit stelle ich mich anch nicht anf den Standponkt, den nach Herrn Poin- 
carä die Astronomen im Allgemeinen einnehmen; es wäre zweckmässig, dass man 
sich stets des Äasdrncks fallende (and zwar stark oder schwach fellende) and 
steigende Reiben bediente, wenn es sich am asymptotische oder endliche Reihen 
handelt. Bei ans treten nämlich (Eap. VU § 4) n. a. steigende endliche Reihen 
anf, nnd aach die asymptotischen Reihen rednciren sich in der Praxis anf end- 
liche, die die betreffende Funktion genähert darstellen. 

8. In der längSren Reihe von Jahren, während der die vorliegende Arbeit 
entstanden ist, habe ich Gelegenheit gehabt, Ratschläge, die mir von vielen Sei- 
ten freundlichst erteilt worden, zn befolgen, nnd ans dem Verkehr mit befreon- 
deten Astronomen Nutzen zn ziehen. 

In allererster Linie scbnlde ich meinem nnvergesslicben Lehrer Gyld^n ein 
dankbares Andenken. Vom September 1885 bis zum Mai 1888 habe ich, mit 
nar 7-monatlicher Unterbrechung im Jahre 1887, in Stockholm unter seiner 
Leitung studirt. Ihm verdanke ich die Anregung zur vorliegenden Abhandlung^ 
wenn ich aach in den Jahren seit 1890, in denen diese Arbeit die gegenwärtige 
Form erhalten hat, mehr and mehr den praktischen Zielen der Störungsrechnung 
gefolgt und häufig nicht unerheblich von den von Gryld^n eingeschlagenen Wegen 
abgewichen bin. 

Ich kann nicht nnterlassen, zn erwähnen, dass über dieser Arbeit insofern 
ein traoriges Schicksal gewaltet hat, als ich während der Abfassung derselben 
den Tod dreier Männer zn beklagen hatte, die ihr nahe gestanden und ein leb- 
haftes Interesse für sie bekundet haben. Am 24. Mai 1895 starb Hans Masal 
im Älter von nnr 28 Jahren, mit dem ich in Stockholm gemeinsam gearbeitet 
und oft die Pläne meiner Arbeiten besprochen habe. Am 20. Oktober 1896 
starb Tisserand, dem ich nicht nur für Erteilung wertvoller Ratschläge zur 
grössten Dankbarkeit verpflichtet bin, sondern aach für das Interesse, dass er 
mir in jeder Beziehung entgegenbrachte. Endlich am 9. November 1896 starb 
Gyld^n. 

Den Herren Bohlin and Callandieau verdanke ich ebenfalls manchen Q-edan- 
ken, der für die Ausfühmng meines Planes von Wichtigkeit geworden ist; 
ersterer hat inzwischen eine sehr interessante Abhandlung^) veröffentlicht, die 
einen ähnlichen Zweck verfolgt, in der aber andere Methoden zur Anwendung 
kommen, so dass eine Vergleichung der auf beiden verschiedenen Wegen ge- 
wonnenen Resalt&te nicht nur eine wertvolle Controlle bietet , sondern auch in 
mancher anderen Hinsicht zu wichtigen Schlüssen führen dürfte. 

Bei der Berechnong der im Folgenden erwähnten allgemeinen Tafeln hat 



I) K&rl BoblJD, Formeln und Tafeln zur gruppeuweiaen BerBchnnDg d«r KllgeinetDeii SUnitigen 
benachbarter Planeten. KOoigl. GeaellBchaft der WisaenschafteD sa Dpaala 1696 — 96. 
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mir Herr Wellmaim, zaeret auf YeranlaBsiing von Herrn FBrster and dann aof 
Yeranlassosg von Rerm Banschinger , Hufe geleistet ; der letztere , der mir 
aocli sonst in dieser Angelegenheit freundlich entgegenkam, hat gleich nach der 
üebemahme des Direktorats des astronomischen Recbeninstitats die Organisa- 
tion*) der Bearbeitong der kleinen Planeten in einer Weise in die Hand ge- 
nommen, die die besten Aassichten aaf Erfolg bietet. 

Endlich hat Herr Schur die Freondlichkeit gehabt, die Königliche Gesell- 
schaft der Wissenschaften zn Göttingen dafür zn gewinnen, dass sie die vorlie- 
gende Arbeit In ihre Abhandinngen aufnahm, was deswegen für mich von be- 
sonderem Wert war, weil ich nach längeren vergeblichen Bemühnngen, eine Ge- 
legenheit für den Druck derselben in Deutschland za finden, schon vollständig 
ratlos war. 

Allen diesen Herren, sowie der genannten Gesellschaft, sage ich meinen 
wärmsten Dank. 



Erstes Kapitel. 

Die Q-rundprincipien der Q-yld6n'echen Störungs- 
theorie. — Die aUgemeine Form der Difitisrentialglei- 
chungen und ihrer Integrale. — Die GJyld6n'echen 
Ooordinaten g, ij und S. 

1. Ich will nun die Grundlagen besprechen, auf denen unsere Methode be- 
ruht und werde dabei Gelegenheit haben, auf die Hauptpunkte der Qyld^n'schen 
Störungstheorie einzugehen. Seien: 

X, y, B die Coordinaten des gestörten Körpers in bezug auf drei rechtwink- 
lige Azen von unveränderlicher Kichtung, deren Anfangspunkt in den Schwer- 
ponkt der Sonne fällt, 

r sein Radiusvektor, 

m seine Masse in Teilen der Sonnenmasse, so dass also m eine absolnte Zahl 
ohne Dimension ist, 

x', y', s', r', m' die analogen Grössen in bezog auf den störenden Körper, 

t die Zeit, 

Ä" das Quadrat der Constante der Gravitation, also die Sonnenmasse, aus- 

1) B&uBchiDger, Usber die Burbeitnog; der kleinen Planeten. Vierteljahrachrift der Aetroao- 
miBcben OesellBchaft. 81. J»hrgitDg (1696). IT. Heft pag. 284. 
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gedrückt in denselb«!! Einheiten, die für die Kntfernniigen und für die Zeit 
angenoDunen werden. Nehmen wir als Einheit für die Entfernungen denjenigen 
Wert für die halbe grosse Äze der Erdbahn, den Graass benatzt hat, nnd als 
Einheit für die Zeit den mittleren Sonnentag, so ist logÄ' = 8.2355814 — 10, 

Bezeichnen wir endlich mit M = A' (1 + ni) die Snmme der Massen der Sonne 
nnd des gestörten Körpers, so gelten die folgenden DifFerentialgleicbnngen für 
die Coordinaten des gestörten Körpers: 

') 
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Mx 
1^ 
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dx 


dt' 
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IT 
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dv 
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1^ 
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wo die StÖrungsfonktion Q, durch folgenden Äusdrnck gegeben ist: 

Dies sind die G-leichnngen, welche wir zn lösen haben. Ihre rechten Seiten 
sind mnltiplicirt mit der störenden Hasse m', ohne dass jedoch von vornherein 
angenommen werden könnte , dass sie auch stets mit dieser Mas^e an Grröase 
vergleichbar bleiben. "Wenn es sich indessen , wie in vorliegender Arbeit , um 
die Berechnnng der Stömngen handelt, welche die kleinen Planeten dnrch die 
grossen erleiden , so können wir ans den Beobachtungen , wie aas analj'tischen 
Unter sQchnngen, achliessen , dass — wenigstens während eines beschränkten und 
zwar beträchtlich langen Zeitraumes — die folgenden Bedingungen erfüllt sind: 

I, Die Radien Vektoren der störenden und des gestörten Planeten oscilliren 
um gevidsse Mittelwerte , von denen sie höchstens um Grössen abweichen , die 
mit den Excentricitäten der gegenwärtigen osculirenden Ellipsen verglichen 
werden können. 

II. Dieselbe Bedingung für die Geschwindigkeiten der Planeten. 

XII. Die Differenzen zwischen den Eadienvektoren .der störenden nnd des 
gestörten Planeten nnd daher auch ihre gegenseitigen Entfernangen bleiben stets 
an Grösse vergleichbar mit den Radienvektoren selbst ; es finden also keine be- 
deutenden Annäherungen zwischen den einzelnen Körpern des Systems statt. 

IV. Die momentanen Bahnebenen der störenden und des gestörten Körpers, 
d. h. die Ebenen , die durch den Radiusvektor und die augenblickliehe Bewe- 
gungsrichtnng (die Tangente an die Bahn) bestimmt sind, bilden nnter sich Win- 

I) Ich bediene mich bei Dttratellang partieller Differeatialqaotienten stets dieser Schreibweise, 
da in der Thst das im Nenner stehende Differential ein totales ist, und man auf diese Weise sich 
leichter gegen Fehler schützen kann. 
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kel, welche stets mit den gegenseitigen Neigangen der gegenwärtigen oBculiren- 
den EUipsen vergleichbar bleiben. Hierdurch schüessen wir anch den Fall einer 
rückläufigen Bewegung aus. 

3. So lange diese Voranssetznngen erfüllt sind, sind die rechten Seiten 
der Gleichnngen 11 nicht nur klein von der Ordnung der störenden Masse, son- 
dern sie können auch in ßeihen entwickelt werden , die nach Potenzen von 
Grössen fortschreiten, welche von der Ordnung der genannten Excentricitäten 
and Neigungen sind. Dieses sind die Gesichtspunkte, welche den Weg angezeigt 
haben für die praktische Lösung des Dreikörperprohlems nach den älteren Me- 
thoden, Man hat in der ersten Annäherung die rechten Seiten der Gleichungen 
1) vernachlässigt, woraus sich die elliptische Bewegung ergab, und hat die Glie- 
der, welche man bei spaterer Berücksichtigung dieser rechten Seiten erhält, 
, Störungen" genannt. Die successiven Annäherungen , welche man auf diese 
Weise erhielt, schreiten nach den Potenzen der störenden Masse m' fort; aber 
nicht eigentlich nach den reinen Potenzen dieser Masse, sondern ihn Wahrheit 
nach solchen der Störungen selbst. Da nun aber diese Störungen in vielen 
Fällen beträchtlich grösser sind als die störende Masse, so wird dieses Verfah- 
ren häufig unbrauchbar. Es werden nämlich die Störungen dnrch Keihen darge- 
stellt, deren Glieder in die folgenden drei Gruppen zerfallen: 

I. Die secularen Glieder; dieselben sind Grössen von der Ordnung der 
störenden Masse mnltipHcirt mit der Zeit t , oder Potenzen solcher Grössen. 
Wenn es anch wahrscheinlich ist, dass bei richtiger Anordnung der Annähemn- 
gen die Reihen, welche diese Glieder bilden, convergent bleiben, so kann doch 
nur für beschränkte Werte von t ihre Convergenz hinreichend stark sein, am 
sie praktisch verwertbar zu machen. Sichere Schlüsse über den Verlauf der 
Planetenbewegnngen während eines unbeschränkten Zeitraumes werden sich mit 
ihrer Hilfe schwerlich ziehen lassen. 

n. Die sogenannten langperiodischen Ungleichheiten; dieselben treten auf, 
wenn das Verhältniss der mittleren Bewegungen des störenden und des gestör- 
ten Körpers sich einem commensurablen Verhältniss nähert, in welchem Falle 
die betreffenden Glieder durch den Integrationsprocess sehr kleine Divisoren 
erhalten und beträchtlich gross werden. Wenn anch diese Glieder eine gewisse 
obere Grenze nicht überschreiten, so tritt doch der Fall ein, dass die Reihen, 
welche sich aus ümen zusammensetzen, überhaupt erst bei einem späteren Gliede 
anfangen za fallen. Infolge dessen führen die ersten Annäherangen zu illusori- 
schen Resultaten und bei nicht streng richtiger Anordnang der Entwicklangen 
wird man divergente Reihen erhalten. 

m. Die gewöhnlichen Glieder , d. h. die periodischen Glieder , deren abso- 
lute Werte mit der störenden Masse numerisch vergleichbar sind ; durch ihr 
Auftreten wird die Brauchbarkeit des Näherangsverfahrens nicht in Frage ge- 
stellt, so dass sie keine Schwierigkeiten bieten. 

3. Die ünzaträglicfakeiten, welche aus den Entwicklungen nach den Gliedern 
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der beiden ersten EHaesen entstehen, haben Gyldän Teranlaset, nene Methoden 
anfzasQclien. Schon Lftgrange nnd Laplace wai es geglückt, die secolaren Glie- 
der in periodiBcher Form darzustellen , allerdings mit Yemachlässigong der 
Glieder vierten Grades in bezog auf die Excentricitaten und Neigungen; sie 
erhielten Glieder von aasserordentlich langen Perioden, die indessen nicht mehr 
die störende Masse als Faktor enthalten , sondern von der Ordnung der Excen- 
tricitaten and Neigungen selbst sind. Um die secolaren Glieder in dieser perio- 
dischen Form darzustellen, hatte Lagrange die Gleichungen 1) integrirt, indem 
er bereits in der ersten Annäherung denjenigen Teü der rechten Seiten berück- 
sichtigte, welcher secolarer Nator ist. Hiermit hatte er bereits die Keppler'sche 
Ellipse als Grundlage für die Annäherongeo verlassen , ond sich der wahren 
Form der Planetenbahnen genähert. Gyldän hat sich vorgenommen, das Auftre- 
ten secolarer Glieder in den Integralen der Gleichongen 1) vollständig zo ver- 
meiden, ond zu diesem Zweck fuhrt er Glieder ein, die den von Lagrange go- 
foadenen analog sind, und die er elementare Glieder nennt. Die absolute Bahn 
Gyld^n's ist eine Bahn, die man erhält, indem man die Gleichungen 1) mit Be- 
rücksichtigong aller dieser elementaren (also im Integrale die störende Masse 
nicht als Faktor enthaltenden) Glieder integrirt. Diese Bahn weicht von der 
wahren Bahn nur um Grössen ab , welche mit der störenden Masse multiplicirt 
sind , und sie ist vielleicht bei Untersuchungen über die Bewegungen der Plane- 
ten während eines erheblich langen (oder unbeschränkten) Zeitraumes, also anch 
ilber die Stabilität des Systems, von grösster Bedentung. 

Die Differenz zwischen der wahren und der absoluten Bahn, nach der obi- 
gen Definition, die Gyld^n für die letztere giebt'), bleibt also stets unterhalb 
einer gewissen Grenze; indessen erreicht sie in vielen Fällen recht erhebliche 
Beträge, und die Berechnung der absoluten Bahn an und für sich Ist für die 
praktische ßechnung in keiner Weise ausreichend, um den Ort eines Planeten 
so genau zu geben, dass seine Wiederaoffindnng mit dem Femrohr ohne grosse 
Mühe möglich wäre. 

Bei Darstellung der Planetenbewegongen für einen Zeitraum von wenigen 
Jahren oder Jahrzehnten gewinnt man durch Anwendong der absoluten Bahn 
keinen wesentlichen Vorteil gegenüber der Keppler'scheu Ellipse; denn diejeni- 
gen Störungsglieder, welche während eines kurzen Zeitraums am merklichsten 
sind, sind in derselben nicht einbegriffen. Die Bedeutung der absolnten Bahn 
liegt also auf dem Gebiete der theoretischen Untersuchungen über den Verlauf 
der Planetenbewegungen während eines sehr langen Zeitraumes und über die 
Stabilität unseres Planetensystemes, nicht aber auf dem Gebiete der praktischen 
Störungsrecimnng. 

Man kann vielmehr bei diesen Rechnungen von der Herstellung des Aus- 
drucks für die absolute Bahn vollständig absehen und statt der elementaren 



1) Qrldön, Tniti ftiial;üqne des Orbitei absoluw du 6 Planötu priDdpftlea. Tome I pag. 4S 
and SSff, 
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Grlieder die secnlaren Glieder der älteren Methoden anwenden. Zq dieser Frage 
verweise ich anf die Bemerkungen zu Anfang des sechsten and auf das achte Kapitel. 

Wenn nnn auch die eigentliche absolute Bahn för die praktische Stönmgs- 
rechnnng keine wesentlichen Vorteile mit sich bringt, so ist doch das sonst von 
Gyldön eingeführte Verfahren zur Beredmang der Störungen dazu angethan, 
diese Rechnungen in ganz hervorragendem Maaase einfach und übersicbtlich zu 
gestalten. Sehr verbreitet ist die irrige Meinnng, dass die von Gryld^n ange- 
wandten teilweise recht complicirten Transformationen und Integrationsverfahren 
in jedem Falle von StÖrongsrechnang in der Praxis angewandt werden müssten; 
in Wahrheit sind aber die Grnndzüge der Gyld^n'schen Störongstheorie ausser- 
ordentlich einfach und die complicirteren Entwicklungen treten nur da auf, wo 
es sich um Untersuchungen über die Stabilität des Systems und über besonders 
schwierige FäUe handelt, in welchen die älteren Methoden versagen, 

Gyld^n ist davon ausgegangen , dass die in den älteren Theorieen auftre- 
tenden Störungen von derselben Grösse sein können, wie die Abweichung der 
als Aasgangspunkt für die Annäherungen genommenen Keppler'scben Ellipse 
von einer Kreisbahn; er wollte daher den Untersuchungen bereits in der ersten 
Annäherung eioe Bahn zu Grunde legen, welche der wahren so nahe kommt, 
dass die Abweichungen dieser Bahn von der wahren wirklich als kleine Grössen 
aufzufassen sind, und in dieser Absiebt entwickelt er den Begriff der absolu- 
ten Bahn. 

4. Auch wir wollen versuchen, schon in der ersten Annäherung der wahren 
Bewegung möglichst nahe zu kommen, und zwar näher als die absolute Bahn, 
indem wir uns allerdings damit begnügen, diese Bewegung während eines be- 
schränkten Zeitraums darzustellen ; wir stellen uns die folgende Aufgabe : 

Da es gegenwärtig unmöglich ist, die Differentialgleichungen 1) von vorn- 
herein mit voller Berücksichtigung der rechten Seiten zu integriren, so soll 
wenigstens bereits in der ersten Annäherung diesen rechten Seiten insoweit 
Bechnung getragen werden, dass die endgiltige Form der Lösungen sich von 
vornherein ergiebt. Die Form der Aeihen, durch welche die Coordinaten dar- 
gestellt werden, soll also bereits in der ersten Annäherung hergestellt sein; 
dnrch die weiteren Aunäherimgea sollen die Coefficienten der Glieder dieser 
Keihen genauer bestimmt und nur solche neuen Glieder hinzugefügt werden, die 
denen der ersten Annäherung analog sind , d. h. keine von jenen wesentlich ver- 
schiedene Perioden haben. Diese Bedingung ist in den älteren Methoden nicht 
erfüllt, da namentlich in der ersten Aünähernng denjenigen Gliedern nicht Rech- 
nung getragen ist , deren Perioden von der Umlaufczeit des störenden Körpers 
abhängen. 

Um sich der wahren Form der Flanetenbewegongen möglichst zu nähern, 
führt Gyldön mehrere Hilfsgrössen ein, von denen ich die Wichtigeren beibe- 
halten habe. Nehmen wir der Einfachheit wegen an, dass der gestörte Planet 
sich in einer festen Ebene bewege, und nennen wir r den Radiusvektor und v 
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die Länge des Planeten in dieser Ebene, gerechnet von irgend einer festen Rich- 
tang an, so können wir offenbar die Gleichung der vom Planeten beschriebenen 
Cnrve tmter der Form 

, . = 5fcA 

ecbreiben; in dieser Gleicbnng bedeatet die Constante a einen gewissen Mittel- 
wert des RadiosTektor ; tj nnd 9 sind Funktionen der Länge v und sollen durch 
trigonometrische Reihen dargestellt werden, Ueber ij wollen wir später ver- 
fügen nnd zwar so , dass es an Grösse mit der elliptischen Excentricität ver- 
glichen werden kann and aosserdem sich nnr sehr langsam mit v (oder mit der 
Zeit) ändert. Die Funktion (f bestimmen wir durch Integration einer Differen- 
tialgleichung zweiter Ordnung, die wir später aus den Gleichungen 1) ableiten 
werden. Die Gleichung 2) steht also in gewisser Analogie mit der Gleichung 
der Ellipse 

_«(1-V)_ 

H-ecos(c-a) 

Solange die obengenannte Bedingung I (pag. 13) besteht, wird offenbar (f 
stets an Grösse mit der elliptischen Excentricität verglichen werden können, 
wenn a passend gewählt wird. In seiner Theorie der absoluten Bahnen nennt 
Gyldön o den Protometer; ich will diese Grösse im Folgenden Halbaxe der 
Bahn nennen, da sie bei nns nicht immer ein absolates Element im Gyld^n'achen 
Sinne ist. 

Wir wollen nun die Relation zwischen der Länge v und der Zeit t be- 
trachten; in der elliptischen Bewegung gilt das Princip von der Erhaltung der 
Flächen 

r"§ - VSöirr?). 

In der gestörten Bewegung ist dasselbe für den gestörten Planeten nicht mehr 
erfüllt ; solange aber die Bedingung n (pag. 12) besteht, wird auch die Flächen- 
gescbwindigkeit nm einen gewissen Mittelwert oscilliren, so dass wir in Analogie 
mit der vorigen die folgende Gleichung ansetzen können: 



3) 



l + S ' 



wo also die Funktion S eine kleine Grösse ist. Es wird sich später zeigen, 
dass S nur solche Glieder enthält , die mit der störenden Masse multipliclrt 
sind , also keine elementaren Glieder. Man bewirkt dies durch die Gyld^n'sche 
Definition der Funktion 'tj, welche wir noch in diesem Kapitel geben woEen. 
Die Funktion S bestimmt sich aus einer DifFerentialgleichnng der ersten Ordnung, 
und ZOT Herstellung der Relation zwischen v und t moss zuletzt noch die Glei- 
chung 3) integrirt werden. 
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&. Bie Gleichongeii znr Bestimmniig der Fanktioiien 9, iS, i] u. a. , welche 
ich Gyld^n'eche Coordinaten nennen will, werden im zweiten Kapitel abgeleitet ; 
wir wollen aber jetzt gleich einige Betrachtnngen über die Form dieser Glei- 
chongen nnd ihrer Integrale machen and wollen auch dabei über die Fonktion 
1) TerfSgen. Diese Bifferentialgleichongen sind nämlich von folgenden beiden 
Typen: 

4) ^ = S«.sin(A.r-ßJ 

Wir nehmen an, dass die G-rössen a,, &,, A,, B^ nnd ß Constante seien and daas 
die GrrÖssen o,, 6, and ß die störende Blasse als Faktor enthalten ond mit ihr 
an Grrösse vergleichbar sind. In Wahrheit trifft dies nicht immer zn, doch 
werden unsere vorlänfigen Betrachtnngen dorch diese Annahme nicht beeinf 
trächtigt. 

Die Integration der Grleichang 4) giebt uns; 

6) S = o,-2x*'«^f'^-*'--^-^' 

wo Og die Integrationsconstante ist. Die Grösse der verschiedenen Glieder, ans 
denen sich die Fnnktion 5 znsammensetzt , hängt also im Wesentlichen von den 
Divisoren A,, also von der Periode der Glieder ab; man kann drei Klassen die- 
ser Divisoren, von denen übrigens keiner gleich NaII ist, nnterscheiden , ent- 
sprechend den drei Klassen von Gliedern, die wir bei Besprechong der älteren 
Methoden pag. 13 erwähnt haben : 

I. Die Divisoren A,, welche klein von der Ordnung der störenden Masse 
sind; die von ihnen abhängigen Glieder werden dnrch die Integration nm eine 
Ordnung der störenden Masse herabgedrückt und demnach sehr beträchtlich ver- 
grössert. Sind sie in der Differentialgleichung 4) mit der ersten Potenz der 
störenden Masse mnltiplicirt , so werden sie im Integral 6) diese Masse nicht 
mehr als Faktor enthalten, also nach Gryld^n's Bezeichnung elementar werden, 
Da die Coefficienten A. in diesem Falle sehr klein sind, so werden sich die ent- 
sprechenden Glieder äusserst langsam mit der Zeit ändern; wir nennen sie 
dämm Ungperiodlsch «lementare Glieder. 

II. Die IHvisoren A, können auch klein sein, ohne die störende Masse als 
Faktor zu enthalten, wenn nämlich das Verhältniss der mittleren Bewegungen 
des störenden und des gestörten Planeten nahe commensorabel ist. Die ent- 
sprechenden Glieder in dem Integral 6} werden zwar erster Ordnung in bezug 
auf die störende Masse bleiben, indessen können sie ihrem numerischen Betrage 
nach weit grösser werden. Ich werde später zeigen, dass sie im MaTtirnnm 
(wenigstens in speciellen Fällen) von der Ordnnng der dritten Wurzel aus der 
störenden Masse werden. Gyld^n neimt sie charakteristische Glieder, ond da 

Abbdlfii. d. E. Qm. i. WIh. m Otttlnoo. tUO^tkji, IL V. t. Bud I, i. 8 
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aach für sie der Faktor A, klein ist , so können wir sie laagperl^dlseh charak- 
t«t1stl8ehe G-Iieder nennen. Gyldän hat darauf anfmerksam gemarkt, dasa man 
sie nicht an Grösse mit der störenden Masse vergleichen darf, and also ihre 
höheren Potenzen in vielen Fällen schon bei der ereten Annäherung berücksich- 
tigen mnss. Wir besitzen gegenwärtig mehrere Methoden bo ihrer Berecbnnng, 
welche ausser von G-yldön selbst anch von den Herren Harzer , Backlnnd o. a. 
angewandt worden sind. Ich werde dasselbe änsserst einfache Verfahren anwen- 
den, dessen Grundziige sich bereits in meiner vor 8 Jahren erschienenen schwe- 
dischen Arbeit finden, wenn dasselbe auch etwas modificirt werden mnss, nm 
allgemein angewandt werden zu können. 

III. Die Glieder, deren Divisoren A. nicht klein sind, wollen wir gewSbnllelie 
Glieder nennen; sie sind im Integral nicht wesentlich grösser als in der Diffe- 
rentialgleichung. 

Dieses sind die drei Klassen von Gliedern, welche genau den drei oben er- 
wähnten Klassen der älteren Theorieen entsprechen. 

Wir wollen die A, der ersten Klasse mit ff, bezeichnen, wo also die «, von 
der Ordnung der störenden Masse sind. Die Divisoren der zweiten Klasse be- 
zeichnen wir mit tf., wo die d, auch klein, jedoch erheblich grösser als die stö- 
rende Masse sind. 

Um unser Verfahren übersichtlicher zu gestalten , woUen wir die Glieder 
der drei Klassen trennen und die Gleichung 4) schreiben, wie folgt: 

4a) ^ - 2o.8in(ff.«-^J-i-2<8iii(*.<'-C.)-f Sa:BrQ(A.»-.BJ, 

wo die A. also nieht mehr kleine Grössen vorstellen. Daa Integral wird: 

6a) S = «o-S^c<'B(«.f-^J-S^cos(d.i'-CJ-S-T-eoB(V--».)- 

Wir wollen nun in gleicher Weise die Gleichung 5) betrachten. Wenn wir 
sie integriren, so erhalten wir: 

wo X and f die beiden Integrationsconstanten sii^ Wir bemerke^ von vorn- 
herein, dass, wie sich unten zeigen wird, keiner der Coefficienten A, gleich 
Vi— ^ ißt, was zior Folge hätte, dass das entsprechende Glied den Divisor NmU 
erhielte; indessen befinden sich unter den A.: 

I. Solche, welche sich von der Einheit nur um eine GrÖase von der Ord- 
nung der störenden Masse unterscheiden; wir setzen sie ontw die Form: 



wo die ff,, wie oben, Grössen von der Ordnung dar störenden Uum sind. Die 



, Google 



THEORIE DER KLEIMXIt PIANBTIIf. IS3TE8 KAPITEL. 19 

entsprechenden Glieds in (f erhalten dann einen Divisor von eben dieser Ord- 
nung and werden elementar sein , aber nicht von langer Periode (wenigsteoa 
nicht in der Form, in der aie hier auftreten); ihre Periode wird eich vielmehr 
am änsserst wenig von der ümlaofszeit des Planeten nnterscheiden ; wir nennen 
sie korzperlodlsoli elemeatare Glieder. 

Femer befinden sich nnter den A,: 

II. Solche , welche sich von der Einheit um kleine Grössen von der Ord- 
nung der oben erwähnten ff. unterscheiden: wir geben ihnen die Form: 

und nennen die so deönirten Glieder borzperiodlseh chorakteriBtlscIie , da ihre 
Divisoren ebenfalle von der Ordnnng der ff, sind, und auch sie durch die Inte- 
gration stark vergrössert werden, 

in. Diejenigen der Coeföcienten A,, welche beträchtlich von der Einheit 
abweichen, Temrsachen keine kleinen Divisoren; die von ihnen abhängigen Glie- 
der werden dnrch die Integration nicht wesentlich vergrössert und wir nennen 
sie gewOhDÜche Glieder 

Die eben genannten drei Klassen von Gliedern entsprechen ebenfalls den in 
der Funktion S, sowie den in der älteren Störungstheorie auftretenden Klassen. 

Wir zerlegen die in q vorkommenden Glieder wieder, indem wir schreiben; 

wo die r, und die D^ Constante sind, und wo nnnmehr nnter den A. nnr dieje- 
nigen begriffen sind, welche zn gewöhnlichen Gliedern gehören. Man hat dann 

7a)p = xcos[(l-e)r-r]-f2'«.cofl[(l-ff>-rj+S('.co8[(l-ff>-Z>J+2^co8(^-»-5J> 
wo bezeichnet ist: 

1-e = V'l^ 



ß.= 



6. Wir können nnn die Funktion ij bestimmen. Zu diesem Zweck bezeich- 
nen wir nach G^ld^n mit (q) den Teil der Funktion q, welcher elementarer 
Form ist: wir setzen also 



2«. 


-<- 
b' 


-ß 


2(,.. 


b: 


■(»:- 


-»■) 


2». 


-dl 

K 


-ß 


■AI. 


-s)- 


■re 


-«•) 
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8) ie) = «co8[{i-{r)»-r] + S''.«>8[{i-ffj«--r,l- 

Zar Äbkilrznng bezeichne ich: 

30 dasa: 

8a) (q) = xcosfi;— roj + ^XwCCflC" — «"J- 

Wir bestimmen nno die beiden Funktionen ij and Ü so, dasB 

ij coB n '= X cos (O + 2"- "^^ *". 

i]sinJZ=' X 8inm4-2''«8ini»_, 

and wenn wir die erste dieser Gleichnngen mit cosv nnd die zweite mit sinv 
moltipliciTen nnd addiren, so kommt : 

11) (p) = j)coa(v-n). 

Die Fnnktionen n nnd n sind also aus langperiodisch elementaren Gliadern zu- 
sammengesetzt, and für 11 können wir schreiben: 

12) 77= n, + su. 
Es gelten dann aach die folgenden Relationen: 

ijcosiz, = « cos r+S*.***^ (*"•"?•') 

ijeinJT, ^ X8inr'+2«,8in(ro, — ffp) 

jOj^j i)C09(i7,-r) = x + S«.co8(q,.-«.) 

*! sin (i7, — r) = 2". ^"^ ("i. ~ <") I 

welch letztere von Gryldön angewandt werden, dessen « mit nnserem n„ iden- 
tisch ist. Femer: 

13) '-W-^m. 

WO das Differentiakeichen D bedeutet , dass bei der Differentiation die Grössen 
a and lo. als Constanten anzosehen sind. 



7. Offenbar wird , solange die pag. 12 gegebenen Bediagangen erfüllt sind, 
lf numerisch mit den elliptischen Excentricitäten verglichen werden können; ea 
wird dies auch der Fall seLa für die Funktion tj und für die Coefficienten x und 
»,. Allerdings ist das für die letzteren von vornherein nicht unbedingt notwen- 
dig: es könnten einige dieser Coefficienten sogar recht erhebliche Werte haben, 
ihre Summe aber während eines sehr langen Zeitraumes sich auf eine kleine 
Grösse redaciren, wenn ihre Perioden sehr nahe gleich sind; indessen folgt aus 
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den Ansführnngen des achten Kapitels , dass während eines beschränkten Zeit- 
ranms si6h alle ». als solche kleine Grrössen darstellen lassen. 

Wir nennen nnn, wie schon pag. 5 bemerkt, eine jede Grrösse, die die M-te 
Potenz von ij oder ein äquivalentes Produkt der x,- Coefflcienten enthält, eine 
Grösse n-ten Grades ; dazu bemerken wir , dass (ausser x seibat) niir soviele 
der X,- Coefficienten ersten Grades sind, wie es störende Körper giebt, dass die 
übrigen höheren und zwar stets ungeraden Grades sind; im Folgenden wird sich 
dies ergeben. Ebenso werden wir später sehen, dasa die Funktion p anch Glie- 
der nullten Grades enthält, welche ihrem nnmerischeji Betrage nach nicht grösaer 
werden können sils die elliptischen Excentricitäten ; es ist aber infolge dessen 
z. B. nur die Grösse (p)", und nicht auch p", vom «-ten Grade. 

Unter den Coefficienten 6, der Gleichnng 5) werden natürlich anch solche 
sich befinden, welche mit dem Quadrat oder einer höheren Potenz der störenden 
Masse multiplicirt sind ; dieselben werden durch den Integrationsprocess nicht 
eigentlich elementar (nullter Ordnung in bezng auf die störende Masse), sondern 
sie werden nur um eine Grössenordnnng erniedrigt. Gyld^n nennt sie subele- 
mentare Glieder; sie haben durchaus dieselbe Form wie die elementaren, 
and da es überhaupt nicht immer thnnlich ist, sie von den letzteren zu trennen, 
so denken wir sie uns stets mit einbegriffen, wenn wir von Gliedern elementarer 
Form sprechen. 

Ich will nnn noch eine Bezeichnung einführen , die ich bereits in meinen 
früheren Arbeiten benatzt habe. Es soll nämlich nach dem gewöhnlichen Ge- 
brauch ein Glied, das die «-te Potenz der störenden Masse als Faktor enthält, 
kurz ein Glied n-ter Ordnung genannt werden. Da aber diese Bezeichnung 
häufig keine richtige Vorstellung von der numerischen Grösse des betreffenden 
Gliedes giebt, da dasselbe kleine Divisoren von der Ordnung der Ä. enthalten 
kann, so nenne ich ein Glied, das die M-te Potenz der störenden Masse enthält 
und aach seinem absolnten Betrage nach mit derselben verglichen werden kann, 
ein Glied rein n-ter Ordnang. Es werden demnach z. B. in der Gleichnng 7a) 
die gewöhnlichen Glieder (also die Coefficienten 6J rein erster Ordnang, die 
charakteristischen (also die Coeificienten jj,) aber nicht rein erster Ordnang sein ; 
ein Produkt aas einem i.- und einem ^.-Coefficienten wird zwar zweiter Ordnung, 
aber nur rein erster Ordnung sein. Ich befolge stets das Princip , die Glieder 
rein erster Ordnang durch lateinische Bachstaben, diejenigen, welche kleine Di- 
visoren von der Ordnung der ff, enthalten, dagegen mit griechischen Buchstaben 
zu bezeichnen, so dass man sich leicht eine Yorstellung vom Betrage eines jeden 
Gliedes machen kann. 

Wir erinnern zum Schiusa daran, dass wir also vor allem vier Arten von 
Gliedern zu betrachten haben, deren Argumente die folgenden sind: 

A) eji-A,, C) *.«-C, 
14) 

B) (l-ff>_r., D) {l-S.)v~D^, 
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wie sie schon Herr Harzer*) bezeichnet hat, and wir wollen sie im Folgenden 
korz G-lieder der Form Ä , B , C oder D nennen. Die Glieder der Formen A 
und B sind die elementaren (und sabelementaren), die der Formen C und D 
die charakteristischen. Andererseits sind die G-lieder A nnd C langpe- 
riodisch, die Glieder B und D karzperiodisch. Weiter nnten wird sich 
zeigen, dasB die Glieder A stets von einem geraden, mindestens vom zwei- 
ten Grade, dagegen die Glieder B stets von einem ungeraden Grade sind. 

Alle Glieder, wBlt^e keiner der Formen 14) angehören, nenne ich „ge- 
wöhnliche" Glieder. 



Zweites Kapitel. 

A-bleitung der IDifierentialgleichungen filr die Ghyl- 

dön'sclien Ooordinaten. — Formeln für die IBe'wegung 

des Flaneten in seiner momentanen Bahnebene. 

1. Kehren wir zorück za den Gleichungen 1) für die Coordinaten des ge- 
störten Körpers: 



16) 



WO man fiir die StÖmngsAmktion Sl hat, aosgedröckt in rechtwinkligen Coor- 
dinaten: 

16) a - ^j^-££'±»^hf£:j, j _ ^(«-..).+(j,-,',.+(.-Vy, 

und anegedrfickt in Folarcoordinaten, wenn man mit H den Winkel zwischen 
den Kadienvektoren des gestörten nnd des störenden Körpers bezeichnet: 

17) a = , "* {— — ^cosffi, z/ = \/r' + f"~^2rr'cosB. 





.^^ 


- 






.^ 


- 


Ja~^ — 1 


HF 


.^ 


- 





I) Harzer, Untaraiicbaiigeii aber einen apecielleD Fall des Problems der drei EOrper. Hömoi- 
res de l'Äcadämie Impäriftle des 8ciences de SL-Päterabonrg , VII. Serie. Tome XXXIT No. 13. 
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"Wir wollen die Coordinaten xy g aaf irgead eine als fest angenommene Lage 
der Ekliptik beziehen; im allgemeinen wird man hierfür die mittlere Ekliptik 
irgend cinee bestimmten Jahresanfangs, wie 1850.0, 1900.0 u. s. w. wählen. 

Zonächet haben wir nan die &leichangen 15) in derselben Weise zn traua- 
formiren, wie dies schon Hansen gethan hat, indem wir die Bewegong des Pla- 
neten in seiner momentanen Bahnebene — welche durch den Radinsvektor and 
die angenblickliche Bewegnngsrichtong, also die Tangente an die Bahn bestimmt 
ist — trennen von der Bewegung dieser beweglichen Bahnebene gegen die feste 
Ekliptikalebene der xy. Wir führen zn diesem Zweck ein zweites rechtwink- 
liges Coordinatensystem ein , dessen Äxen von veränderlicher Richtnng sind, 
aber denselben Aufangsponkt haben wie das System der xy e; wir nennen die 
Coordinaten in bezog aaf dieses Systems a;, y, «,. 

Wenn a, ß, y, «,. ^,. yn «. i J^i- Tt ^^ Cosinos der Winkel bedeuten, welche 
die positiven Axen der x und ar, , der x und y, , der x nnd e, , n. s. w. mit ein- 
ander bilden, so bestehen die drei Relationen: 





X = K x, + ß y, + y e,, 


18) 


n — 'A+ßA+r,',, 


ond omgek^irt 


• = «.i. + ft >, + )'.',, 


19) 


». = ll' + ß^V + ß,', 




«, — y+r.s+r,'- 



Zwüchen den neim Cosmns a, ^, ^ n. 8. w. , welche nbrigens variable GrSsseii 
sind, gelten die sechs folgenden BedingimgeB, velche ansdräokeii, dass die bei- 
den Coordinatensysteme rechtwinUig sind: 

(^ + i^, + i^t = 1, ttß + «,ß, + a,ß, = 0, 

20) ß'+ß[+^ = 1, iir+a,r, + it,r, — 0, 
r'+r'.+r; =» 1. tr+ß,r,+ß.r, = 0. 

nnd nmgekehrt : 

a'+ß'+r' — 1, « «,-!-/> ß, + r r, = 0, 

21) i4+ß[ + r[-l, "«,+/>/»,+)■)'■ = 0, 
•i+ßl+ri — 1, ",''.+ ß,ß.+y,r. — "• 

Ans diesen Relationen lassen sich die folgenden ableiten: 

« = ll,r,-ß,r„ ß = ".ri-'tr,, r — «iA-«ift, 

22) «, — ftr-^r.. * = «)'.-«.>•. j-, = «./>-« A, 
<^ =• ß ri-ß,r , A = "iC -« n. ?■ = « ß-iiß ■ 
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Die G-leichtmgen 20) bis 22) enthalten nor 6 onabhängige Bedingungen ; es blei- 
ben also znr Bestimmung der neun Cosinus , d. h. der Lage des Coordinatensy- 
stems der x, y, «, noch drei Relationen zn wählen. Wenn wir , wie Hansen, 
als X, y, - Ebene die momentane Bahnebene des Planeten nehmen , so moss der 
Radinsvektor des Planeten in dieser Ebene Hegen, also 

23) «. = 
sein, oder : 

a) Y^ + YiV-'r-Yt'' = 0. 

Dies ist die Grleichong aller Ebenen, welche den Radiusvektor znr Zeit t ent- 
halten; für diejenige unter ihnen, welche aach die Tangente an die Bahn enthält, 
mnss die Gleichnng a) aach noch bestehen, wenn man x, p, z dnreh x-\-ix, y + dy, 
e + de ersetzt. Es mass also anch 

b) ydx + y,dy + y^dz = 

sein, ans welcher Gleichnng mit Hilfe von a) sich die folgende ergiebt: 

24) xdy + ydy, + £jy, =. 0. 

Dnrch die Bedingungen a) and b) haben wir die a;,yi- Ebene in die momentane 
Bahnebene des Planeten gelegt ; es bleibt nun noch die Anfatellang einer dritten 
Relation übrig, welche die Lage der x,-Axe in dieser Ebene definirt. Wir be- 
stimmen dieselbe dorch die Relation 

c,) ßdtt + ß,da^ + ß^da, = 0, 

oder, wie mit Hilfe von 20) hieraas folgt, 

c,) adß + a,dß, + «^dß, = 0, 

womit die Lage der a^j-Axe durch eine Differentialgleichung bestimmt ist; es 
wird uns also später (Kap. III Nr. 4) noch übrig bleiben , die Integrationscon- 
stante zu wählen, welche die Lage dieser Axe fiir einen bestimmten Zeitpunkt giebt. 

3. Wir multipliciren nunmehr die drei Gleichungen 18) der Reihe nach 
einmal mit da, du, , da, nnd ein andermal mit dß, dß^ , dß^ und addiren ; dann wird, 
mit Hilfe der Relationen 20), 23) and c): 

xätt + yda^+eda, = 0, 
xdß + ydß, + edß, = 0, 

welche Gleichungen mit 24) zasaomiengestellt werden können. Wenn wir nun 
die Gleichungen 19) differenziren , and auf 24) und 25) Rücksicht nehmen, so 
kommt; 
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26) dy, = ßdx + ß,dy + ß,de 
= ydx + ridy + y^ds, 

deren letzte identisch mit b) ist. Man kann also die Gleichungen 19} differen- 
firen , indem man die Cosinos a, ß,j' jl b, w. als constant ansieht , was ancK 
daraus folgt, dass die Ebene der x^y, mit der Ebene der oscnlirenden Ellipse 
Eoaammenf&llt. 

Wir mnltipliciren nun wieder die drei letzten Grleichnngen der Reihe nach 
einmal mit a, ß, y, ein andermal mit «,, j3,, }>, nnd ein drittes Mal mit a^, ß^, y^, 
and addiren, so wird mit Rücksicht auf 21) : 

dx = a dXj + ß d^, 
dy ^ tt^dx^-\- ß^dy^ 
dz = a^dx^ + ß^dy,, 

and wenn wir endlich diese Grleicbimgen wieder der Reihe nach einmal mit 
da , da, , da^ and ein andermal mit dß, dß^ , dß, mnltipliciren nnd wieder addiren, 
so wird nach den Grleichnngen SO) und c) : 

dttäx + dct^dy-k-dtt^de = 

dßdx + dß,dy + dß,de = 0. 

Nun differenziren wir die Gleichungen 26) ein zweites Mal nnd erhalten mit 
Hilfe der vorigen; 

27) I * -. 
(Ty, = ßd^x+ß,^y + ß,ePM. 

Man kann also die Gleichungen 19} zweimal differenziren, indem man die Cosi- 
nofi a, ß, y a. b.w. als constant ansieht; dies haben wir durch unsere Definition 
der Lage der x,-Aie (Gleichung c}) erreicht, welche schon Hansen angewandt hat. 

8. "Wir können jetzt die Gleichungen 15) in derselben Weise tranaformiren 
wie Hansen , indem wir sie der Reihe nach einmal mit «, a, , a, and ein ander- 
mal mit ß, jS,, ß^ mnltipliciren und addiren. Wir erhalten dann mit Berücksich- 
tigung von 27) und 19) 

^x, Mx, „r 



^^^ = 4^ 



iV^^:%L-, ^f\^^^^^ + ßm 



Da aber nach 18): 

lUdlgB. 1. K. Gm. d. Wla. n etttl^iiu Hitli^hjL S. 8. f. Bud I, 
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dx dy 

äx,' ' "° dx, ' 



Bo erhalten wir die Bifferentialgleichimgeii für die Bewegrmg des gestörten Pla- 
neten in seiner momentaaen Bahnebene in folgender Gest&lt: 

d^x, , Mx, „dß 

Ä+Ä„ M— 
di* r' dy^ ' 

also ganz analog den Grieichnngen 15). 

4. In die Gleicliiuigen 28) fuhren wir nnn Folarcoordinaten ein dorch die 
Belationen : 
29) a;, = rcoa«, p, = rein», 

wo V der Winkel zwischen der positiven a;,-Axe und dem RadinsTektor (also 
die wahre Länge des Planeten in aeiner momentanen Bahnebene) ist, dieselbe 
GrSsse, welche in den Gleichungen 4) and 5) der Einleitung figorirt. Da die 
Ebene der x^y^ nicht fest im Kanme ist, also die vom Planeten beschriebene 
Corve keine geacblossene ist, so darf man v nicht überall in Perioden Ton 360° 
zählen, sondern im Allgemeinen von ~oo bis +oo. Man wird so dispooireaa, 
dass V ongefähr in der Hiite des Zeitraums , aof den man die Bechntmgen aus- 
dehnt, gleich Nnll ist. 

Aas den ßleichongen 28) leitet man leicht die folgenden ab : 

Die linke Seite dieser Gleichang ist Kichts anderes als der Differentialqaotient 
des vom Radiasvektor während des Zeitelements dt beschriebenen Flächenele- 
ments nach der Zeit, also gleich: 





dl [• dl "' ,U J 


dl\ dl)' 


da nach 29) 








dx. 


^, 




AT = -"■■ 


d^-'" 



\ wird die rechte Seite der Gleichung 30) gleich: 

{dy. dv dx. dv\ dv' 
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Der partielle Differentialqaotient -r— ist folgendermasseo zn TeratelLeo; 

Durch die Oleichnng 16) ist A gegeben ak Fimktion der drei Variabelu x, p, e, 
wenn wir ron den Coordinaten des störenden Körpers absehen, die bei der 
Differentiation Ton/i2 als Constanten fnngiren. In den Qleichnngen 28) muss 
man sich im Ansdruck für Sl die Yariabeln x, y, b mit Hufe von 18) ersetzt 
denken dnrch x^ , y, und die Cosinus a, ß, y n. a. w. , welche zusammen die dritte 
Variable (^, ist gleich Null) vorstellen. Hiernach sind die Differentialqnotienten 

-j— und -r— unzweideutig definirt. Fähren wir nun nach 29) Polarcoordinaten 

ein, 80 wird Sl Funktion der drei Variabeln r, v und der Cosinus a, ß, y u. s. w. 
oder irgend einer anderen dritten Variabeln , die die Lage der momentanen 
Balmebene gegen die feste ausdrückt. Bei Bildung der Differential qnotienten 

-j— und -T— sind also die Grössen, die eich auf die Lage beider Kbenen zu 

einander bezieben, als constant anzusehen ; es ist wichtig, dies zn bemerken, da 
v in den Grössen, welche die Lage beider Ebenen definiren, implicit vorkonunt. 
Die Gleichung 30) geht also über in: 



81) 






l(-§) = 


JH- 






Ferner leiten 


wir 




die 


folgende 


ab: 


82) 






-'.#-^- 


M 


da . 




Da aber 






i£L_£i, 


öJl 


= i, 





' da;, " dy, dr 

Aus den Gleichungen 29) folgt aber : 

Die Gleichnng 82) geht also in die folgende über ; 

welche Gleichung, ebenso wie 31), mit den von Hansen angewandten identisch ist. 
5. Wir wollen min in die Gleichungen 31) nnd 33), welche die Bewegung 
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des Planeten in seiner momentanen BaJmebene bestimmen, als abhängige Verän- 
derliche die Gyld^n'schen Coordinaten p, ij and S, nnd als tmabhängige Verän- 
derliche die wabre Länge v einfuhren; hierzn dienen uns die Gleichongen 2) 
nnd 8), die wir jetzt aof die momentane Babnebene beziehen: 



^> ' - 1+p ' ''' '^'S 1+s — 

Die Grleichnng 31) geht mit Hilfe von 3) munittelbar über in: 



d/ VJtfo{i-V) \ dÄ 

dt\ 1+S ) dv' 

and wenn man die Difierentiation linker Hand aasführt, sowie dt mit ffilfe von 
3) darch dv ersetzt, so kommt: 

"•' -TTsf = '!+«)•«+» wf' 

WO gesetzt ist: 

**' * = <.(!-,•) W 

Die vorstellende Grleidmng wird znr Bestimmimg von S dienen. 

Um die DifFerentiaJgleichnng für die Funktion p abznleiten, bemerken wir, 
dass wir nach 8) haben : 

dr d^ ^ \jMa(l-^' ) d^ 

dl dt 1 + S dv' 

worans dnrch Differentiation sich ergiebt: 

dV ^ ilfo(l-ii') | Ji 1 dtf dj L_^.ä:| 

«Ü' r-Cl + S)' j*' 'l-ii* dt dv 1 + S * dv\' 

oder mit Rücksicht anf 34) ; 

ÄV _ J!o(l-,-)l<P4 äi-1 

äf = -7^r+sri-a?-+(i+*' «ÄTJ- 

Setzt man diesen "Wert ein in die G-leichtmg 33), and ersetzt man dort --57- 
darch seinen Wert 3), so wird: 

35) ■'(l-l')j^ + (l + S)'«§ + ij-(l+S)- _ _r-(l+S)'-^. 

Aas 2) ergeben sich aber darch Differentiation die folgenden Relationen; 
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dv a(l-ii")|iiK'^l-^' dv j 



und mit Uirer Hilfe geht Gleichung 36) m die folgende über; 



( 1 dY 



wo wir bezeichnet haben: 

36.) F = r-f-. 

Die vorstellende GMeichimg dient ans zor Bestimmnng der Funktion p and 
die in der zweiten Reihe stehenden Glieder können fast immer vernachlässigt 
werden. Wenn wir die Stßrnngafnnktion and ihre Derivirten P and Q in tri- 
gonometrische Reihen entwickeln, so wei>den offenbar die Oleichnngen 34) und 
36) anf die Form der oben besprochenen Gleichungen 4) nnd B) geführt werden. 

Die Integrale der Gleichungen 34) nnd 36) geben die Bewegong des gestör- 
ten Planeten in seiner momentanen Bahnebene ; indessen wird hierzu noch die 
Integration der Gleichnng 3) erfordert, welche wir zn diesem Zweck im Folgen- 
den anf eine etwas andere Form bringen wollen. 

6. Wir wollen nnn einige Betrachtangen machen über die Bewegung des 
gestörten Planeten in seiner momentanen Bahnebene, und wollen die nötigen 
Formeln herstellen zur Berechnnng von r und v für einen gegebenen Wert der 
Zeit; hierbei soll zugleich die Gleichung 3) auf eine Form gebracht werden, die 
für ihre Integration von Vorteil ist. 

Wir haben mit (p) denjenigen Teil der Funktion q bezeichnet, welcher von 
der Form B ist, und wenn wir setzen 

87) f = (f)+ü, 

SO ist die Funktion B offenbar erster Ordnung , wenn sie auch ihrem absoluten 
Betrage nach erheblich grösser sein kann als die störende Masse. 

Sind die Funktionen i}, 11 and R bekannt, so kann der Radinsvektor aus v 
berechnet werden mit Hilfe der Relation 



l + iff) + K H-i)cosv + B' 
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WO gesetzt ist 

39) V = v-n. 

Qyliiin definirt den „absoluten ßadinsrektor" (r) durch die Relation 



40) 

woraus also fol^: 

41) 



1 + (p) 1 + »I C08 V ' 



1 + 



1+no 



Wir wollen Don, nach Gjld^n, eine nene Variable c einfüh ren', welche in 
gewisser Analogie zor excentrischen Anomalie der elliptischen Bewegong isteht. 
Wir setzen nämlich: 

42) {*■) = «(l-tjcoae). 

Es wird also: 

t; + coa V 




1 + 1} cos V ' 1 + 7J COS V 



. V l/l + lj, E 



Ebenso fiihren wir in Analogie mit der elliptischen Bewegung die mittlere Ano- 
malie M ein dnich die Gleichnng : 

45) M = B — rjBms. 

Man kann nun die Grössen s und M als Fonttionen von v darstellen dnrcli 
die folgenden S«ihen, welche denen der eUiptischen Bewegung dorchaos ent- 
sprechen, und welche wir dämm hier nicht besonders ableiten*), 

s ^ V + 2-^. sin nv , 
wo 



nnd 

46) M= B — ijsine = v+'^B^amnY, 



»--^^(lTW^)"a+»vw). 



1) SiBhe TigMrftnd, Tnitä de lUcuiqno c^lut«. Tome I png. 228. 
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Wenn man die AnsdrUcke für die B^ nach Potenzen von ij entwickelt, so 
erhält man his zn den Gliedern fünften Grades : 

5, = -2^ B, = äV + 

47) B. = |^-iV+-- S^^-^if 

5. = -iV~U'- 

DifPerenziren wir die Gleichnng 46), indem wir ij als constant ansehen nnd 
das Differential durch den Bachataben J) bezeichnen, so wird: 

48) (l-T)coa£)~ = l + S«i?,co8«v. 

Aus den Gleichungen 43) ergiebt sich aber 

Da _ y/T^ 



Dy l+i)ci 
nnd 

(1 -*)•)* 



(1- 



' Dv (l + ijcoav)'' 

Durch Einsetzen dieses Wertes in 4^ erhält man die Entwicklung 

«) (i^£^ - i+2;»ij.<»s»v, 

von der ich im Folgenden Gebranch machen werde. 

7. Wir kehren nun zurück zur Gleichung 3) (pag. 28) zwischen der wahren 
Länge v und der Zeit, welche wir schreiben: 

dt^ ^ ^'(l + 'S) 

Wir setzen 

60) „ = M, 

und nennen n die „Bewegungsconstante" des Planeten. Die vorige Kelation 
läset sich dann, wie folgt, schreiben: 

"' "AT - -(ITrt>"<' + ®'' 

und diese haben wir zn integriren. 

Die mittlere Länge des Planeten L definiren wir durch die Gleichung: 
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WO jt IntegrationscoDfitaDte ist and die mittlere Länge zor Zeit t := be- 
zeichnet. 

Ferner führen wir die redncirte Zeit (t) ein durch die Relation 

53) n({) + J = M+n. 

£8 wird also nach 46) . 

&4) n(t) + J = p + 2-B.8m«v.') 

Wenn wir diese letztere &leichmig differenziren und berücksichtigen, dass 

^.sinnv = Jy.cosnTIsinw — .B,Bin»i7co8«w, 
80 wird 

«^= l + 2»5.co8nv + ^, 
dv > ^ • tiff ' 



d(B, cos nil) . _ d(Ä sin nll) 

— i — ! ' Bin «« — V" — ; — ! i- r 



WO gesetzt ist 

Bedenkt man die £ntwicklaiig 49), so hat man endlich: 



m) (!-,■)* , ii3 



(1 + 7) cos V)* dv 

Wenn wir non die Differenz zwischen der wahren und der redadrten Zeit doroh 
eine Fonktion W darstellen, indem wir setzen : 

57) nt = n{t)+W, 

so wird 

57a) L = nt + A = v + '^B^ainnv + W, 

and 

^^, dW dt d(0 

oder nach 51) und 66): 

Mn dTT _ (1-v'f ( 1 + 8 ,1 dS 

dt» (1 + ,)C08V)' / ■ R V 

(r"^l + ^eosvj 

Wenn wir die Entwicklung 49) bedenken, und den voriges Ansdnick aacb nach 
Potenzen von R nnd S entwickeln , so erhalten wir zur Beatimmong von W die 
folgende Bifferentialgleichiing: 

1) DftBB der BndiKtabe h hier in zwti verschiedenen Bedentungen rorkonunt, kinn wohl m 
keinem MiieTerst&DdDiiB führen. 



dv' 
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-^ = S-2iI-2ÄS+32i'± 

+ {6B-2S-12iI' + 6BS±--iijco8v 



± 

du' 
"Wir haben diese G-leidiimg, welche an Stelle von 3) tritt, hier nur soweit ent- 
wickelt, wie sie für die ans vorliegende Aufgabe von Wichtigkeit iet. Man 
sieht, daas sie vom selben Typus ist, wie die Gleichung 6) für S. Die Integra- 
tionsconstante , welche bei ihrer Integration auftritt, werden wir gleich Null 
setzen, da sie sich mit yl vereinigt. 

8. Die Funktion S ist äusseret klein, und kann fast immer bei Seite ge- 
lassen werden; man kann sie ans 55) bestimmen. Die in 56) auftretenden 
Grössen B, cos «77 imd -B.smn77 sind von der Form A, ihre Differentiale sind 
also rein erster Ordnung, und da sie ia Gleichung 55) mit sinnv nnd cosno 
mnltiplicirt werden, so ist S von der Form B, und durch die Integration dieser 
Gleichung werden keine Glieder vergrössert. S ist also rein erster Ordnung 
und übrigens ersten Grades, also äusserst klein; will man diese Funktion doch 
hestinunen, so kann man 55) partiell integnren and erhält: 

ßA, V -«^ 1 d(B.cosn77) _, 1 Ä(B8in»77) . 

60) S = -2 ^ -cosnv-T. ^—'-3 ^smwr 

■^ n dv ^ n dv 

-^ nj du' ^ nj dv* 

Die in der zweiten Reihe stehenden Glieder werden in allen Fällen vernach- 
lässigt werden können, da die zweiten DiSerentlalquotienten von 5, cos n/7 nnd 
£. sin n77 rein zweiter Ordnnng sind; anch kann man die partielle Integration 
fortsetzen, nnd erhält dann eine sehr stark convergirende Reihe für S. 

Indessen lässt sich die Funktion S noch auf eine bequemere Weise be- 
stimmen; die Gleichoug 55) lässt sich nämlich folgendermaassen schreiben: 

61) 4* = J(J).A„v) 
' dv -^ Dv 

wo das Zeichen D bedeutet , dass die Differentiation nur in bezug anf ij und 77 
auszuführen ist, und nicht in bezng auf v, soweit es explicit in B^amny vor- 
kommt. Man kann diese Gleichung anch schreiben: 

dS __ y j a (.B. sin nv) dr] a(J.ainttv) d77 1 
dv ^1 dl) du ■*" d77 dv \ 

Ibtdlfa. d. C e«. d. Vlrn. n a«ttlB(u. ÜBlt^flift. KL N. F. Bud I, «. 6 
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Doch ist diese Form zur Reclmnitg nicbt geeignet. Znr Integration der Glei- 
clmng 61) kann man im Änsdrnck B^ainnv mit Hilfe der CMeichongen 10) ij 
and n dnrcli die (rrössen x, and m, ersetzen, wonach sich die weitere Eecbnang 
sehr einfach gestaltet. 

9. unsere Anfgabe ist jetzt anf die Integration der drei Gleichnngen 84), 
86) nnd 59) geführt. Ist diese Integration, von der wir im Folgenden handeln, 
ansgeführt nnd sind die Fnnktionen 8, q, H, R and W bestimmt, so gestaltet 
sich die Berechnong der Coordinaten r and v folgendermaassen: 

Es ergiebt sich die mittlere Länge ans: 

L = fU + A, 
dann die mittlere Anomalie nach den <31eichangen 63) and 67) ans : 

M = L-n-w, 

femer die exea&triscbe Anomalie ans: 

« — ijsin« = M, 
nnd die wahre Anomalie aas; 

, V t/l + B , « 

Die wahre Länge in der Balm nnd der BadinsTektor werden dann geftinden 
mittels der Relationen: 

[r) = a (1 — 1) cos e) 



1+ « 



1 + 1) cos V 



Es wird angebracht sein, diese Relationen mit den entsprechenden Hansen'- 
schen zn vergleichen; dieselben lauten bekanntlich: 

e — CjSine = tt,^ 



1) Ich werde im nreiten Tril« dkaen Retetioaen noA ^oe «udtre Fora gtbm, die aich besser 
aar praktischen Beohnung eignet. 
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• - ?+". 

r ^ a,(l— *,oosb) 

r-=r(l+r). 

ünaere Fnnktioii W giebt also im Wesentlichen die Hansen'schen Stömngen 
dei mittleren Anomalie, also die GrrÖsse n^Se wieder; doch sind die Stömngen 
dar Form B von ihr abgezweigt und durch Einföhmng der Funktionen v) and 
n berückaichtigt. Dagegen legen wir anderen ßechnongen durchaus andere 
Bahnelemente zn G-mnde als Hansen. Hansen's Elemente n^, a,, e^, c^, s, sind 
mit einer gewissen Wültärlichkeit zb wählen; sie sollen gleich den oscalirenden 
elUptischea Elementen in irgend einem Zeitpunkt sein, oder wenigstens über- 
haupt innerhalb der Grrenzen liegen, zwischen denen die oscnlirenden Elemente 
schwanken können. Diese G-renzeu werden, wie Hansen hervorhebt, allerdings 
nur nm Grössen aaseinanderliegen, welche von der Ordnnng der störenden Masse 
sind (wobei natürlich von den secolaren Störongen abgesehen ist), aber diese 
Grössen können ihrem numerischen Betrage nach sehr erheblich sein; sie sind 
nach unserer Definition nicht rein erster Ordnung. Wenn man also nach der 
Hansen'schen Methode rechnet, so kann es sich ereignen, dass man die Itechnong 
mit Yoi^osaetzung von Elementen beginnt, welche zwar innerhalb der festge- 
setzten Grenzen liegen, aber von den wahren (oder mittleren) Elementen erheb- 
lich abweichen. Hierdurch können die Resultate gänzlich entstellt werden, 
namentlich dann, wenn der angenommene Wert von »,, aus dem die Integra- 
tionsdivisoren bestimmt werden, vom wahren stark abweicht. 

In unseren Formeln sind die Elemente n, a, x, A, T strenger definirt, und 
wenn wir stets zn brauchbaren Resultaten kommen wollen, so ist der Spielraum, 
den man zu ihrer Wahl hat, ausserordentlich klein, jedenfalls viel kleiner als 
die Schwankungen, denen die oacolirenden Elemente ausgesetzt sind. 



Drittes Kapitel. 

Formeln für die heliocentrieclie BoTregTing des IPla- 

neten. — Xia^ der momentaneii IBahnebene zu der 

als Fundamentalebene gewählten Ekliptik. 

1. Nachdem wir im vorigen Kapitel die Bewegung des Planeten in seiner 
momentanen Bahnebene betrachtet haben, wollen wir jetzt seine Position in 
bezug auf die feste Fundamentalebene behandeln, damit man im Stande ist, seine 
heliocentrischen and geocentrischen Coordinaten im Raum zu berechnen. 
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Sei AB der grÖBste Kreis, in dem die feste Fnndamentalebene der xy die 
um den Schwerpunkt der Sonne mit dem Eadine Eina beschriebene Kngelfläche 
-p schneidet, and sei CD der grösste 
Kreifi, in dem die momentane Bahn- 
ebene des Planeten diese Kngel 
schneidet. Sei x der Dorchschnitts- 
.^B P*"*^ ^®^ a:-Äxe mit dem Kreise 
AB and x, der Dorchschnittsponkt 
der x^ - Axe mit dem Kreise CD, 
femer M der Dorchschnitteponkt 
des RAdins Vektors des Planeten 
mit dem EJreise CD. Fällen wir 
von M ein Lot anf AB , and nennen seinen Fossponkt N, so ist xN die Länge 
und MN die Breite des Planeten in bezog aaf die Fnndamentalebene , welche 
Grössen wir dnrch l and b bezeichnen. Der Pfeil bei B giebt die Riditang der 
Zählweise von l und der Pfeil bei D die Richtung der Bewegung des Planeten 
an. Weiter nennen wir K den Sclmittponkt der beiden Kreise AB und CD, 
also den aafsteigeiiden Knoten der momentanen Bahnebene and i die Neigang 
der letzteren. Endlich sei Sl die Länge des aafsteigenden Knotens oder der 
Bogen xK, sowie £ der Bogen fl:,Ä'. Der Bogen x,M ist dann die wahre Länge 
V des Planeten in seiner Bahnebene , nnd der Bogen KM, d. h. das Argoment 
der Breite, ist gleich v~£. 

Ans dem Dreieck KMN folgen die Relationen : 



64) 



65) 



sinb != sin t sin (o — 2^ 
cos t sin (J— il) = cos t sin (r — ^) 

COsbcOiil— il) = 008(t> — Z) 

66) tg(i- Ä) — cos*tg(«-.E). 

Man kann mit Hilfe der dritten der Crleichongen 15) nach einigen Transfor- 
mationen die Grössen i, Sl nnd S bestimmen, ond dann die Coordinaten l nnd b 
des Planeten nach den obigen Formeln aas t> berechnen. Lidessen wird es ange- 
brachter sein, l nnd b direkt als Funktionen der Zeit oder der Länge v darzn- 
stellen. 

ä. Hiermit wollen wir ans zonäctiat beschäftigen and erst später die Re- 
lationen für die Grössen », Sl nnd 2? anfstellen. Die dritte der Gleichangen IB) 
laatet: 

1^-^ = -^- 
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e =; rsiab, 
und wenn wir mit Gyld^n bezeichnen 
68) - J = ainft, 

80 wird 

« = ri, 

nnd die Gleichimg 67) geht in die folgende über : 

de'^ r de'^ r eU dt'^ t* r de' 

Ersetzen wir -rs- dnrcb Beinen ans 33) folgenden "Wert, so wird: 

(Pj /dwy 2 d}, dr _ M da. JKj ÖÜI 
^"^ W^^Kdij'^r dt dt ~ r de r ~dr- 

In diese Grleichnng führen wir nun wieder die wahre Länge e als onabhängige 
Veränderliche ein nach Grleichong 3); man hat: 

^ _ 1 ]Hail-f^) {d*i 2 dj dr 1 d^ dj 1_ dS ^1 

dt' r* (l+S)' jdf' r dv dv * 1-^ dv Äual + Sde dwj' 

oder mit Berücksichtigong von 34) : 

^ _ J^ Jlfa(l-,') )fi 2 d£ * , „ , „.oÄi 



©■ 



1 jag-v) 

f» (l+S)' ' 



^ * _ 1 Majl-tf) dt dr 
cU dt ~ •■• (l + S)- dv dv' 

und Gleichang 69) geht über in die folgende, welche nns znr Bestinunmig von 
J dienen wird: 

70) ■^+i = -(l + S)'e|-+(l+S)'Z, 

wo wir hezeiohnet haben: 

7n.^ ^ »■• (aa aa) , 

'""^ ^ = -S(r=?)i-57-'-*j- 

Biesen Wert von Z wollen wir noch transformiren; man erhält nämlich ans 
dem Ansdmcke 16) von £1: 
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und ans dem Ausdruck 17): 



dg 



dr l+m\ ^^ V^ r'*} \ 

Wenn wir V die Breite des störenden Planeten in bezog aof die Fundamental- 
eben nennen nnd 

j' = sin6' 
setzen, so wird aoch 

a' = r'g', 

and die Relation 70a) gebt mit Hilfe der vorstehenden in die folgende über: 

Diesen Aosdrack werden wir zur Entwieklong von Z benntzen. 

3> Ich will nim einige Bemerkungen machen über die Integration der Crlei- 
chnng 70) und über die Form, nnter der sich die Funktion j darstellen wird. 
Man sieht, dass diese Gleichnng vom selben Typus ist wie die Gleichung 36) 
für p, also anch wie die Grleichting 6). Die Bemerkungen, welche wir über die 
Integration der letzteren im ersten Kapitel pag. 18 f. gemacht haben, finden dem- 
nach auch auf % Anwendung- Diese Funktion wird also elementare Glieder der 
Form B und charakteristische der Form D enthalten. 

Wir setzen darum, ähnlich wie fiir die Funktion q, 

72) i = (j) + 8, 

wo (j) alle G-lieder der Form B enthalten soll , und 3 demnach mit der stören- 
den Masse multiplicirt ist. In 3 werden sich aber, gerade wie in i?, charakte- 
ristische Glieder der Form D vorfinden, wenn das Yerhältniss der mittleren 
Bewegungen des störenden und des gestörten Planeten nahezu commensurabel ist. 
Ebenso wie wir für ((i) den Ausdruck 8) eingeführt haben, setzen wir (j) 
unter die Form: 

(g) =. sintsin[(l+T)!)-0] + S8"»'.BÜil(l+O*'-«L]) 
wo die Grrössen t,, t, t., 9. Constanten nnd t und & die beiden Inte^rations- 
constanten sind. % nnd die s, sind von der Ordnung der störenden Massen. 
Wir setzen weiter: 

73) »-8-.» 
»_ = ©_ -r,v, 

wonach also: 



, Google 



THSOBIE Drat KUSfSm PUNDKK. OBTITES KAPITEL. 6v 

74) (j) =■ Bin»8in(p-.*)+28int.Bin{»-frJ. 

Gyldän hat nnn zwei Funktionen ain^ und tf ein^fnhrt, welche wie ij and 
JT langperiodisclier Natnr nnd von der Form A sind; wir setzen: 

75) Binjggtf = »in.^fr + Sain».^^.. 

Sb wird dann: 

76) (j) = 8in>8in(w — ff) = siniainO, 
wenn wir nämlich bezeichnen: 

77) b = v-a. 

Die Funktion ff wird indessen, wie 11, anch einen secnlaren Teil enthalten 
and man kann setzen: 

7^ ff *= e^ — tv. 

Es bestehen dann aach die Relationen: 

Bin;cos9j = sinic088 + 2sin*,cos(fr,+'n') 
79) 

ginj' sin ff, = eini sin 8 + 2 sin t, sin (*, + tv) 

8in;cos(ff, — ö) = 8in( + Sein ».cos (», — #) 
80) 

sin>8in(ff, — #) »= ^smi. sin (#. — '&'), 

sowie 

81) .fcV - (.)-+(^)'. 

WO das Zeichen D bedeutet , dass bei der Differentiation die GrrSsBeB 9- and •, 
als constant anzusehen sind. 

Die Funktion sin; and die Grössen sint and sini, werden üu-em Betrage 
nach vergleichbar sein mit den K^gnngssinns der mmnentanen Bahnebenen der 
Planeten gegen die Ekliptik and wir werden sie, ebenso wie i] and die », als 
GrSsBen vom erstoa Grade bezeiobnea; ein jedes Glied, dass die Nrte Potou 
einer dieser G-rSssen oder ein äquivalentes Produkt enthalt, wird also vom n-ten 
Grrade sein. 

4. Das Integral der Gleichang 70) giebt uns die Breite des gestörten Pla- 
neten, da ) = sin & ; ich will nun auch den Ausdruck für die Länge l anfsteUen. 
WeHi wir die €^chui^ 66) differmziren and dabei nach den» Principe det 
Oscolation t, Sl und E als constant ansehen, so kommt: 

dl .ooa\l-Sl) 

av ooe {v — £} 
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Ana dem Dreieck MNK in der Figur pag. 36 folgt aber: 

cos(« — 2?) = coBbooa(l— Sl), 
alfio Tvird 

82) -f- = ■^. 

' dv coa o 

in wetclier O-leicIiang wir noch i and b durch j ond ~ ersetzeD wollen; wir 

können die G^leiohnng 

88) j ^ sin & = sin t sin (v — 2?) 

differenziren, indem wir wieder i ond S als constant ansehen and erhalten: 

83a) -|- = 8micos(t.-£). 

Es folgt ans den beiden letzten &leicbangen: 

84) 

also anch 

86) -i - y/w^. 

Die Grleichong 82) geht also in die folgende über: 



dv 1-j» 

oder integrirt: 



l = v + 



j\^s_.\: 



Der Aoedmck nnter dem Integralzeichen kann nach Potenzen von j' und (-5^) 
entwickelt werden, da 3 vom ersten G-rade ist, und es wird; 



87) 



■-»/l.--(l)'H- 



WO ich die Glieder vom vierten Grrade ab vernachlässigt habe, da sie meist 
äosserst klein sind. 



1) Vgl, HttTEer, nntersDCIiimgeii Über eisen ■peciellen Fall des Problemi der di« EOrper. 
Mömoires de rAcadätoJe de St. P^tÜBboorg. TU. Särie. Tome XXXIT, No. 13, pig. 32. 
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Die Belation 87) entliält eine überzählige IntegrationsconBtante; wir setzen 
eie gleich Kall, bestimmen sie also so, dass 2 = v wird, wenn t = 0, oder, was 

dasselbe ist, wenn ) = -^ = ist. Hierdorcb ist aach die Integrationscoa- 

stantfl der Gleichungen c,) and c,) (pag. 24) bestimmt, welche die Lage der x^- 
Äxe für einen bestimmten Zeitpunkt giebt. 

Nach dem Vorigen werden sich die Längen l and v, nnd ebenso die Knoten- 
längen St and 21 von einander nur nm Grössen zweiten Grades anterscheiden. 

5. Die Integration der Gleichung 87) ist leicht auszuitihren ; indessen muss 
bedacht werden, dass die Integrale / ^dv nnd f \-t-\ dv ausserordentlich grosse 

Glieder von der Form A enthalten, die sich in der Differenz / |ä' — f-^l {du 

herausheben. Ich will darum den Anedmch fiir die letztere analytisch ableiten, 
damit das Auftreten dieser grossen Glieder in den numerischen Kechnungeu 
vermieden werde. 

Wenn wir der Kürze halber bezeichnen: 



so sind offenbar v^ und v, elementare Grössen von der Form A, welche bei 
jeder Differentiation einen der Faktoren t, erhalten. 
Es wird 

(j) = Vjsinw — f.cosr 
89) 



Ana dieser Gleichung leitet man die folgende ab , mit Vemadilässigung der 
Glieder rein zweiter Ordnung, die wohl in keinem Falle merklich werden dürften : 



(»■-(W- 


-M-.^)ooa 




( dv, , 
-j-'Äf-''-- 




+ v,-^ — v,- 
^ dv ' ( 


oder int^;rirt: 




hHti- 





-''.^[«m2<'+K^ + - 



- sm ap + V, v, cos 

AbMliB. d. K. Qm. d. WlH. n GOttinfn. lbth.-pkj(. SL S. t. Bul I, 



ä«+/h*-"-^l^- 
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Hit Berncksichtignng von 88) geht diese BelatioD aber fiber in; 

«" /|(«)--(f )1* = -isi.>in2. + /{..^-. Äj,, 

Wir wollen niin die Integrale rechter Hand in dieser GMeichnng ansffihren. £b 
ißt nach 88) nnd 75^ 

dv 

dv ^ . . «• 

and demnach: 
dv, dv, . , __, 

-(T+Tjsin*8in»,coa(*,— #)— (r + rjBint8in<.gC08{*,— d)— (r + «^8ini8in(,co8(#, — fr) 

— (xj+T^sint, sin 1, cos {*,—#,)— (r,+T,) sin t,8int,cofl(*,—ftJ 

— (r,+rj8int,8int,C0B(*,— frj 

and die Litegration dieses Aosdrucks fahrt zn elementaren Gliedern zweiten 
Gh?ade8. 

Wir können endlich nach dem Vorigen die Gleichnng 87), wie folgt, schreiben: 

92) l = v-isinVsin2l) + H, + H,, 



93) H, = -i |T8in't + 2^8Ü»'t.!w 

— X ^ sin i sin t, sin (d, — #) — 1 sin t sin t, sin (*, —ff)— 



- 1 — ä ^ sin t, sin (, sin (d, — * J - 

" T, — T, ' ' 



nnd wo die Funktion H, fast inuner Temachlässigt werden kann. iFflr diejenigen 
Planeten, für welche dies nicht der Fall ist, weil ß beträchtlich wird, werde 
ich übrigens im zweiten Teile die Relation für l in etwas veränderter Form 
aufstellen. 

Die Funktion H, enthält ein secnlares Glied, das allerdings während eines 
kürzeren Zeitraoms anmerklich klein bleibt; dies Glied findet sich also in der 
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Differenz l~v nnd, wie wir gleich sehen werden, ancli in der Differenz Sl—2!. 
Man kann es natürlich zum YeTschwinden bringen, nnd zwar am einfachaten da- 
durch , dass man die Lage der x,-Äxe so wählt , daas St gleich 2 wird ; ^^^^t^T^ 
gelten aber die Bedingungen cj und c,) äsB zweiten Kapitels nicht mehr, nnd 
onsere übrigen DifFerentialgleichnngen würden aich wesentlich complioiren. 

6. Es sollen nnn die Ausdrücke für die Fnnhüonen i, Sl nnd 2! hergeleitet 
werden, für den Fall, dass man die Lage der momentanen Bahnebene bestimmen 
wiU. 

Wir haben oben schon die Gleichnng 84) 



sin't = ä* + 



dvj 



gefunden , aas der i berechnet werden kann. Ich will jedoch noch eine zweck- 
mässigere Relation ableiten. Wenn man nämlich von den beiden G-leichongen 

j = sint8in(«— 2?) und -^ = sin* cos («—2;), 

die erste mit sin v , die zweite mit cos v mnltiplicirt , und addirt, so wird : 

94) sinicoai; = jsinr + -3^c08t), 

und wenn man die erste mit —cos«, die zweite mit sinn mnltiplicirt nnd wieder 
addirt, so wird: 

95) 

Diese Relationen dienen znr Bestimmung von * nnd 2; man kann sie noch weiter 
transformiren mit Hilfe von 89) nnd 88) and erhält dann mit Yemacblässigung 
der Grlieder rein erster Orduoug : 

Bin»co82;= sinjco8ff + 38inp + -^C08i; 
sinisiniS = sinjaiutf — ^cosv-H-^sinu. 

In den Fallen, wo S nicht sehr gross ist oder wo es sich nicht mn sehr grosse 
Gananigkeit handelt, setzt num einfach: 

97) i = j und £ ~= a. 

Znr Berechnung der Knotenlänge Sl endlich will ich die 61eichangen 66) 
benntzen. Mnltiplieixen wir die erste mit — co8{t;— 2?), die zweite mit 8in(i;— 2) 
and addiren wir, so wird; - - 
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8m{v-l±Sl-S) = -i^~-8m{v-£)coB(w-20- 
Ba man aber bat: 



I = Vl-i", sm(»-2;) — -L cosfc-i) — - 

gini ^ ^ 



BO wird: 



* Tl.; 1+cOB« Vl-J' 

oder endlich mit Hilfe Ton 85): 
98) siii(»-i+a-2;) . 



oder mit Vemacblässigaiig der G-lieder vierten Grades: 



Ans dieser Gleicbimg läset sieb durch Differentiation nnd YergleicIiDng mit 
87) auch die folgende ableiten: 

welche man natärlicb auch direkt finden kann. Wir wollen indessen die Form 
99) beibehalten, and da bis anf Glieder rein erster Ordnung: 

f*^^^ i8inVBiii2o, 
so erhalten wir mit derselben Genanigkeit nach 92) : 
lOOa) a-£ = H, + H, + tft)-f-+i8Ä + }8#. 

oder nach einer unschwer anszoföhrenden Transformation: 

loob) a-^ = H.+j/{(,)[§ + 8] + 8[^+(.)]+8[^+8]j*, 

wofür man in fast aUen Fällen setzen kann; 
lOOo) a -£ — H,. 
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Viertes Kapitel. 

BntTvicklung der Störungsfunktion Ä und ilirer par- 
tiellen Ableitungen Q, P und Z. 

1. Zur Integration der Bifferentialgleichongen 34) and 36) brauchen wir 
die Funktionen Q nnd P, welche jetzt entwickelt werden sollen. Die Störongs- 
fonktion Ä ist durch die Grleichung 17) gegeben; wir mnltipliciren sie mit der 
Halbaxe o, die dnrch die Relation 2) eingeführt wurde nnd haben: 

101) oÄ = T^!^-"^'"'^^!' "^o ^ = v''-' + '*"-ärr'ooBÄ 

Ich will znnächet den Äosdruck coa H transformiren , der sowohl implicit in ^ 
als aacb explicit vorkommt und zwar soll er nach Potenzen der Neigungen ent- 
wickelt werden. 

Bekanntlich ist Tisserand') der erste gewesen, welcher eine Entwicklang 
der Störungsfonktion gegeben hat, die aach bei grossen Bahnneigangen brauch- 
bar bleibt. Ich wende dasselbe Princip an, wie Tisserand und Gyldön, und die 
Haaptzüge der folgenden Entwicklung wird man anch in Gyld^n's „Traitö des 
Orbites absolues" (Tome I. Livrell. Chap. II and Livre HI. Chap, II.) vorfinden. 
Da wir die Glieder dritten Grades hier vernachlässigen, so können wir unsere 
Entwicklangen äosserst einfach gestalten. 

Es ist bekanntlich: 

co.g = '^+w;+"' 

rr 

welche Relation übrigens durch Tergleichung von 16) und 17) verificirt werden 
kann. Mit Hilfe der Gleichungen 

X ^ r cos 6 cos l X* ■= r' cos V cos V 

y = rüoshaml y' = r'cosfc'sini' 

e = rainfi, e' = r'sixxb', 

wo sich die mit einem Accent versehenen Grössen auf den störenden Körper 
beziehen, findet man: 

cos H = cos 6 cos b' cos (l — V) -|- sin & sin h'. 



1) Tiseerand, D^Teloppemeat de U foDction pertorbatrice etc. Annale« de I'ObserTMoire de 
Paris. Hämoirea , Tome XV. — Dnd TraiW de Mtoinique CälesU. Tome I. Kapitel XXVIII. — 
Siehe aacl) Backland , Zur GDtwicklung der StOrangafunktioD. HämoireB de TAcadämie Imperiale 
dea Scieoces de St. P^terabonrg. YIL Särie. Tarne XXXI I. No. 4. 
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Bedenkt man die Relationen: 

3 = 8in& and j' = gin h', 

80 wird: 

102) coi H= Vl-i' Vl-j"co8a-i')+a', 

oder wenn man nach Potenzen von j* nnd g" entwickelt and die GfrÖasen vierten 
Grades fortlässt: 

103) coßÄ= coa(i-i')-^-^co8(I-0 + a'. 
Die Gi-leidiaiig 99) giebt non aber mit derselben Genauigkeit : 

i = ,+(a-j)-tiÄ, 

nnd da num für den stSrenden KSrper ganz ähnlich hat : 

V = „•+(a'-r)_i,.i, 

80 kommt: 

i-v _ „_„'+(a-£)-(a'-2!')-4j-§+ji'-^- 

Ich führe der grösseren Bequemlichkeit halber die Bezeichnongen: 
103a) ft-JE = H, il'-r' = H' 

ein nnd setze 

104) H^ = w-tt' + H-H'. 

Es folgt ans den vorstehenden Gleicbnngen, wieder mit YemschlfisBigang 
der Glieder vierten Grades: 

coe(i — i') = cofiff,-! 5 8inJ9^. 

Schreiben wir mm Gleichung 103) folgendermassen, wie schon Gyldän g&- 
than bat: 

105) cosJff = cos^ + Ä, 

so ist die Fonktion h mit Fortlassnng der Glieder vierten Grades, wie folgt, 



106) 



J*, S 



» _ -J+£cosii;+ ■" ; '"'' ,mg. + M'. 
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Den Wert 106) fOr cos fl fähren wir in die Gleichnng 101) ein, indem wir nach 
Potenzen von h entwickeln; wenn wir bezeichnen: 

107) C^) = V''-' + '-"-2»r'coafl. 

so ist offenbar nach Fortlaasuag von ^, welches vierten Grades ist: 

109) aa = «(fl) + ^Ä.j, 

WO bei der Differentiation natorlich r and r' als constant anzoeehen sind. Wir 



3, Znr Entwicklung von 

106) ö(ß) - 

setzen wir: 



110) ^ = ü, + 2B.co8ff,+2fi,co82fl.4 

and haben nadi Foorier's Theorem: 



■ ~ « Jo V^r' + r" — 2fr'co8#" 



Wenn es eich mn StSmngen der kleinen Planeten durch Jnpiter bandelt, so ist 
beständig r' grösser als r, nnd wir schreiben: 






cos n^ dip 



-1 -2-rCOSf 

Wir stellen nun den Badinavektor r' des störenden Planeten in ganz derselben 
Weise dar, wie den des gestörten nnd setzen in Analogie mit der ßelation 2) 

ui, • .• = -««, 

wo a' die Halbaze der Bahn des störenden Planeten ist, eine GrSsBe, die, ebenso 
wie die Funktionen p' nnd »j' als bekannt angenommen wird. V ist von der 
Ordnong der Exoentricität des störenden Körpers nnd wir bezeichnen diese 
Funktion ebenso wie ij aia eine Grösse ersten Grades. Im allgemeinen wird 
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man, wie schon oben bemerkt, an Stelle der GMeichong 111) eio&ch die Gleidumg 
der Ellipse setzen können. 

Ea soll ferner, wie gewöhnlich, bezeichnet werden: 

112} « = 4, 

SO dasa a in den von ans behandelten Fällen kleiner als Eins ist. Wir setzen 
weiter 

nnd dann ist X, offenbar, nach 2) nnd 111) von derselben GrÖasenordnung wie q 
and 9' ist; ea wird: 

(f)' = ^Cl-), 

nnd wir können R^ in der folgenden Form schreiben: 

114) B = 5A f coanV 'd» 

« ?■' 4 Vi + *' - 2A: cos ii ' 

wo wir znr Abhürzong 

h = «vT^— -^ 

gesetzt haben. Das Integral 114) lässt sich mit Hilfe einiger bekannter Sätze 
anf eine geeignetere Form bringen; da wir in der näohstrai No. eine ähnliche 
ümformnng Torznnehmen haben, so soll dieaelbe gleich hier in allgemeinerer 
Form angesetzt werden. 

Nach Jacobi ist nämlich ') : 



f cosH^d^ ffl(m + 2)----[» + 2(n-l )] ^ r» 

(l + ^-2Acos*)T ^ 1-3.5.. ..(2n-l) ^X ' 

und aof die rechte Seite dieser Delation kann man die Landen'scbe Transfor- 
mation anwenden, indem man setzt: 



(l+ifc*-2itcoa*)"+T 



coa^ = Asin'qo + cosy ^1 — i'sin'y, 
woraus folgt; 



1) Siehe Qyldöo, Traitä aD&l;tique des Orbital abaolues des B Plaadtea prlndpilei. TodmI, 

pag. 394. 
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aiaii = aia <p \\Jl— k^ sin' ip — k BOB ip\ 



1 yi — fc' sin' y + 1 coB y 

Vi + it* -2^008* "" 1-** 



\Jl+h'-2kcosi> S/l-k'sia'^ ' 
und hiermit geht die Jacobi'sche Relation über in : 

rcoBni>di> m(m+2) [«+2(m— 1)1 JT /^i./i — m ■ . ^ t i— > ain"«''?» 

Diese Transformation kSnnen wir anwenden auf das Liiegral rediter Hand 
der Q-leichnng 114), indem wir m = 1 finnehmen nnd erhalten: 

« »■ v/j, \/l-«'(l-Jl)sm*9 

Da dies Integral zwischen den Grenzen and -^ denselben Wert hat, wie zwi- 
schen den Grenzen „- ond «, so wird, wenn wir den Ausdruck unter dem 
"Worzelzeichen etwas anders schreiben : 

' ^ ' 1 — a'sin'y 

Jetzt entwickeln wir endlich das !bitegral nach Potenzen von X, nnd erhalten 
folgende Reihe: 

116) i.-. f^l^Ä^ _ ,„_,...,+,..,,._+ , 

« *^ vi— « (1— *)b"i 9" 

wo wir nach Gyldto's Vorgang bezeichnen: 






8rp''ydy 



(1 — a' flin* y) s 

117) ,„ = »-"Ä", r... = i-^'ß,, j-... = l«"*ffi. 

_ l-8.6-(2«-l) , 

'■■• ~ 2-4-6--20 '-" ' 

AbU](B. d. K. Qea. d. WIh. in iUttisgw. Mtth.-pkjl. Kl. H. F. Band I, i. ? 
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nnd hiermit wird: 

118) ü. = ^(l~X)T\y^-y^^l+y^^X*- + -\- 

Die Coeffidenten y,.„ bäogeii nur von dem Verhältnisse a ab, ond aind ohne 
Schwierigkeiten zu berechnen. Ffir die £" hat bereite Masal *) Tafeln hergestellt, 
ans denen man mit loga als Argoment diese Coefficienten entnehmen kann, ond 
ähnliche Tafeln für die y,.o ^t Gyldän kurz vor seinem Tode fertiggestellt *). 

Nou ist nach 108) 

es kommt also: 

o(a) = y^ B,+[2Ä,--p^«'(l-i)*|cosfl,+2B.cos2fl;+." ■ 

"Wir echreiben: 

o(ß) == ß,+2Ä,co8^, + 2ß,cos2ff,+ -- 

wo der Accent am 2 "Zeichen bedeatet, daes im ersten (JKede der Keihe (fBr 
» _ 0) der Faktor ä zu anterdxncken ist; man hat also: 



für alle Werte von », mit Ansnahme von » ^ 1, wo za setzen ist: 



119) 
BO ist 



1 del'InUSgpale fj "»"''y'^ ^ 
•i (1 — a'Bm'9)T 



1) Huii Hual , Tkbles de l'InMgnIe / x — "° ^™ AstronomiBbi Ukttagelser och 



ündersflkningftr anit&lda pS Stockholms ObBerratoriam. Band IV. Heft 5. 

i) OtjUäa, HfilätafelD. Pnlilicatioii der Mtronomitchen Oewllichibft. No. XXI. 
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ia nehmen ist , mit Äofinahme des Wertes n = 1 , für den die KelatloQ 
119) gut 

]ii der letzteren GHeichong far ü, sollen i. und r' dnroh die GlrSasen p, f', 
1} nnd 1}' ersetzt werden, nach deren Potenzen wir die A, entwickeln. 



^'H^nm 



oder weim man entwickelt tmd die (Glieder dritten Ghrades noch beräckeichtigt : 
i = in-it' 

+4»"-6»V+2w"-W+'i?V+4«iil"-4«'l" 

-12j'+28»V-20w"+V+8»ii'-8«<l"-8»V-8(iV' 
!■-. 8<>'-24<iV-24»»''-8(>". 
Femer bildet man leicht: 

^* ' (1+»)- (i-V-)- 
= 1 -»»+(«+!)»' . 

120a) +IL(^,._(„+i,„.+l(^,.._„,._(,+l,,.. 

n(»+l )(tH-2) ,j^»(»+l)" , , »•(«+!) „^(»-l)»(o+l) „ 
g »+—2 0' 2 " + 6 » 

+»*p»j'-«(ti+l)^'ij*-«(n+l)pi)" + (« + l)V'q"- 

Dieae Werte fähren wir ein in den obigen Auadmck für Ä,, nnd setzen: 

121) fl. = i;£22!ai.^,„^,'," ,*■,'" 

<i{a) — 2£'ß(„j).vf'(i''ii"V''cosnff,, 

wo ich Btatt des fünffachen ^-Zeichens ein ein&tches gesetzt habe, nnd wo der 
Faktor 2 für n => zn anterdrücken ist. 

Bann wird, wenn wir der Kürze halber in den rechten Seiten der folgenden 

Belationen^) den Faktor -n fortlassen, nnd wenn wir die Indices v and v', 

' 1+ffl 



1) Siehe Bodi die pag. 24 ciüite AbhaDdlang Ton Herrn Hsraer, wo indetieii für » = 1 die 
A^Coeffidenteo suderes Yoneicheii haben. 
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da W9 sie beide gleülh Null sind, eben&lls torihaten, also stets A,»^ scbreibw 
W2) a,.K — ?„ 



«..■.. - " ■ 'y"^' n..+(8«+3)y.,+4y... 
a..«.. — - 






J'„-(»+2)')'...-4(B+3) (■..,-%„ 



ffl....i = -^-i^r«+(8"'+10»+«)j'„+4(3»+8)r..,+M)',,. 
fl..,., = _ü!(^tlI-5;_.,_(3„'+8«+6)r..,-4(8»+7),..,-24)'... 

«...,. = («-i)»<''+i); ^+(,+i).y.„+4(„+a)r...+8r.. 



ai..,j,|„ = ti'j'.^+4(« + l))'..,+8|'.., 
a(..».i)„ — -•>(»+i)r...-2(2»+3)r..,-8)'.., 
a».!.*., — -»(»+l)c...-2(2»+8))'..,-8}.„ 
■JJ(..o.i)>, = (»+l)V.,+4(«+2))'„+8)...r 
Man beachte die 3eEi«hnngen: 
läSa) a,.Q.i => -a..,.. + «..,.. 



a,.,., - -Ba..,.. 
a(,.o.o)i^ = a,.,^ 
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%.i.o),., -= -Ä,.,.,+Ä,.,.. 

Ä(-.ai)^, = -ß...., + ß^... 

S. Wir wollen nnn den Anadruck , ^ i. entwickeln. Nach 106) und 107) ist: 
ad{Si) m' I my' _ «*• i 



-^ = B,+2Ä,co8ff, + 2B,co825,- 
nnd haben nach dem Foorier'schen Theorem 






(r*+r''-Brr'cOB*)' ' 



nnd, wenn wir wieder — ;- mit i bezeiclmen, sowie die Bezeidmimg 112) an- 
wenden, so wird: 

« r J„ (l + f-2icoB*)* 

Wir erinnern uns niin der Transformationsformel 115), in der wir »i == 3 za 
setzen haben, and erhalten 

E 2ii+lo' «Ä^' („ ,„ r* sin*"«^!» -„ r*Bin*'+"a)dai . „i /^ • •» j I 



Bas letzte dieser drei Integrale ist gleich Null , nnd es wird also : 
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Wenn wir jetzt aber die Formel 116) bedenken , so kSnnen wir Bchreiben : 

H+l 

124) Ä, = (2n + l)^0^^^\U-UX + }U.,i*- + -l 
wo 

125) t. =(l+«')y.*-2«y^,^ 

I.., = a + a')y..,+«'y.^-2a[y^..+y^.J 



U = (l+«*)r„,+«*y..c.,-2«[r^.^+y^,^,]. 

£s bleibt noch der Faktor -rq — . . ..., zn entwickeln, za welchem Zwe(^ wir 
(1— «* + «'*)' 

eine Bezeichnaag von Gyld^ einführen, nämlich 

126) ß- - j^- 
Dann wird 

und wenn man endlich setzt: 

— ' ^^ 

127) B. = p-(l-A)' t?..-^...*+i^-.A'- + --l. 

so eind die g^^ darch folgende Eelationen gegeben: 
128)1 J- = (2»+l)^d7^t... 

j,, = (2«+l)^j^|5..,+2/i'|.J 



(,... = (2» + l)^^|l...+2^S..«+8|J'l.„+ I- 

Aach die g^ hängen, wie oben die y,.,, nur von der örSsse «e ab. 
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and wir setzen 

-5 ff- = J lA ii. COS n £1, , 

•wo t&p n ^ wieder der Faktor 2 za nnterdracken ist ; man hat <1ft Tin : 



für alle Werte von n mit Aosnalime von « := 0, wo zu setzen ist: 

ä. = ^!B.-4.'(i-«)i- 

Sclireibt man 

129) i^ = ?...-«*, 

Bo kommt 

'">) ^- = TT^T^C-'''^ IÄ..-s..,.»+?..»'-+--/, 

WO ZU nehmen ist 



für alle Werte von n mit AoBnahme von » = 0, wo die fielation 129) gilt. 

In die Qleichnng 130) sollen nun statt r' and A die Funktionen (f, tf', q und 
1}' eingeführt werden, nach deren Potenzen wir entwickeln. Dies ist leicht ans- 
zoftihren, indem mau sich der Entwicklungen 120) and 120a) erinnert, in deren 
letzterer man n+1 statt n zu setzen hat. Bezeichnet man; 

oder 

181' -|Ä = 2£'ä,„„..,,-,",'V<».nfl., 



lää) ä..„ = s„ 

ä..,.. — -(»+l)J...-2j>, 
ä..„ - (n+2)J..,+2i/..,. 

Biese Formela ergeben sich übrigens ancli sofort ans 122), wenn man dort 
g statt }>, and in den Faktoren dorcbgehends »+1 statt n setzt. Für nnsere 
Zwecke brauchen wir nur die eben angefahrten CoeJBoienten. 
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Es üt also nach dem Yorliergelienden mit FortlasBung von ölkdflrn viertM 
Grades 

133) aSl = Si'ßtH^wffV')" !)'*'' co8nfl, + 2rÄ(«^V^p'p"'il''i]''^Äco8nff., 
wo h dnrcli die Relation 106) g^eben ist 

4. Jetzt werde ich die Entwicklangen dar Fnnktionen Q, P und Z geben. 
Nach 34a) haben wir 

n _ '' aa _ _d f 1-V 1 

'^ ~ a(l-7,'} dv - d4(l + <.)' J' 
Ans der G-leichong 183) folgt aber 

-~^aSi = (l-V)(l-2p + 3p'- + --)22'Ä(.^.,..^p'?''ij"ij'"'co8nff, 
+ (1 - tl") (1 - 2p + 3p'- + • • •) 2 Z'ät.^^j^^pV' »?" 'J''*' A coB «fl.. 
Wenn man also setzt 

134) ^^aÄ = 2^ecH.^vP'p''l''l''^co8n5. + 22re,,...,,^'p"','',''^Acos«fl„ 
80 folgt aas der Yergleichang der beiden letzten Grleichongen : 

136) ^i>M^),.y = ß(»j^v.'— 2Ä(B.^_ijf)^^+3Ä(».,_8^),,^ — h 

— ^iu^;^i V + 2 ßc"*-i-0.-i-t' ~ + I 

wo diejenigen A-Coefflcienten fortzolassen siod, welche negative Indices erhalten 
würden; dadurch werden diese nach den A-Coefficienten fortschreitenden Reihen 
endlich, und mau hat speciell: 

13Eia) e,.o.o = Ä..0.0 «-.B.0 = Ä-.»^-2ß.,,.o + 8a«.,.(.-4Ä«.o.o 

e-.».i =Ä«.i.,-2ß„.i., + 8Ä».o.i 



o «..i.»=ß-...a-2a,.ö.2 

= »4ii.o.i „ „ 

«-.0.! = Ä..O.I 

.o=Ä».s.o-2Ä,.i.o+3ß«.o.o ^ ^ — „ 

o 9Q «{".loix-o = Ä(-.i.oh„-2Ä|»^.o,„-ß^,j, + 2a,^ 

■»■.1.1 — ««B.O.l 

o „. V(-.i.O)<M ™ «(i..i.o)o.i-2M(».o.o),-, 



Qia.O.Oii-1, = ^i..O.0),^-Äii.O.O Q(M.O.l)t.t = ö(^0.1)o.i 

^(■.0.0)0.1 •« ß(».0.0)o., 
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Um die Entwicklimg von Q zo erhalten , branchen wir jetzt nur 134) partiell 
nach V za differeszirea ; da 



ö cos m H, 



dv 



- m sin mH, , 



so wird , bei Vemaclilässigcmg von Gliedern dritten Grades : 
136) Q = -22;«Go....o,.,.p'e''')"V'"'smMH. 

6. Zar Bildung des Aosdracks von F erinnern wir nns der Belation 36a) 



P = r* 



da 



: -(1-V) 



d(aii,) 



dT ^^ '" dif 

welche wir mit Rücksiclit auf 134) sclireiben können : 

P = -(l-))')227sß(„..,^j„yp-'(.''ij*' ))''*' coanfl^ 
-{l-»j')22;'sß(„.,./v»'P*~'p''')*'V^ÄcosnJ,. 
Wenn wir also P anter die folgende Form setzen : 

137) P = 22rP(..,^,,.^p'p"' »)■'))'"' coswfl',+2X'P(»*^,^^pV''t)'V*''*co8fii. 
BO wird offenbar: 

138) Pin.,.^h.^ = -(s + l)Ä(»..+t.o,v+(s + l)a(-^+i^»-i./ 
P(»*0.... -= -(« + l)ßcj+i.o,.^+Cs+l)^<»-.+i^WiV. 

wo wieder die J2-Coef6cienten mit negativen Indices fortzulassen sind. Man hat 
speciell : 

13Sa) 



P..,., = -a..,.. 


P(.....),. - -a(..,..,,.+a.. 


p..... = -2a.../. 


Pw..»,., = -a,..i.o)^, 


P...,i - -ß..i.i 


P..«.« = -ä»,.. 


P.S., =- -sa..,.. 




P..I.I - -2a..,., 




P..OJ = -a..,., 





Ikkdlgn. d. K. UM. d. Win. n GAttiicra. lUUL-pbji. Kl. 
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. Ilit VemachlSesigoiig von GUedwn dritten Grades ist dann 
139) p = 22rP(,j^v,.«»'p'S''*)*'co8nfl; 

+ 2£'P,.0.0ÄCO8»H,. 

6. Zur Bildnng der Fonktion Z liaben wir ßleichnng 71) 
Wenn man setzt: 
so ist 



rfcos i?! 

Da aber A zweiten Grades und g und j' ersten Grades sind, so ist mit Ver- 
nachläesignng der ölieder dritten Grades 

Z - (Z). 

Wir bezeichnen 

woraos folgt, mit entsprechender Genauigkeit 
141) Z= Zii'-icosB,). 

JBit Hilfe von Gleichung 123) wird aber : 

(1+(|)' lioosiä,' 
und bei Berncksichtignng von 131): 

Z = (l-V)(l-2f + 3,'- + )2^S,..„,,.,Vc''l"l'"»»»B.- 

Wenn mau also setzt: 

1*2) z = iS 2|„fl,., f • f ' ," ii'" cos »ff, , 
80 folgt ans der YeTgleichimg der beiden letzten Grleichongen ; 
1«) Xf^,j^., = ä,„^,„,-2ä,..M.,)„, + 8ß(..,_,.,w-+ 
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oder nacdi 136) 

Man erhält epecnll.' 

143a) •3t..o.o = ß».o^ 

X„.i.o = ß..,.o-2Ä,.o.o 

X«.o.i = ßit.0.1' 
Setzt man in gleicher Weise wie oben 

144) -ZcobH^ = 22^r(»j^),vpV'»l''')''''coswH,, 
so bat man: 

-.„. -rr _ ^i.-l.«.0,./+^..+ lJ^)W 

145) r(,jj'>,.^ = g 

für alle Werte von n mit Ausnahme von « = , wo zu nehmen ist : 
145a) Yio.ij),.y = — 2(i...o.v- 

Ana den Entwicklungen 142) und 144) folgt aber sofort mit Rücksicht auf 
141): 

146) Z = 2S ¥(n...,),y9' q'' v'v''^ i<^08nH, 

+ 2S Z^^v^ q' 9'" n" 7}'^ i' cos »fl,. 



Fünftes Kapitel. 

Transformation der fiir die IFVnktioiien Q, P uiid Z_ 
gefundenen -A-Tzedrücke. 

1. Die Entwicklungen 136) , 139) und 146) sind noch nicht onmittelbar an- 
wendbar bei der Integration der DifferentiaJgleichnngen für die Funktionen S, 
If und j, da sie die beiden Veränderlichen v und c' neben einander enthalten. 
Wir denken uns nämlich p', ij' und j' als bekannte Funktionen von v', und diese 
Grösse kommt auch im Winkel 

H, = o-»'+(Ä-£)-(ft'-20 = f-t>'+H-H' 
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vor; auch Sl'—Zf ist eine bekannte Fonktion von «'. Wenn man eine scharfe 
Lösang des Problems beabsichtigt, so wird St'—S' durch eine der Gleichung 99) 
oder 100) ganz analoge Relation gegeben sein; femer wird man nach 111) und 
in Analogie mit den Grleichangen 87) ond 8) bis 13) zonächst haben: 



147) 



wo die GrÖasen m',, e'.t H ™^^ ^® Fonktion R' als bekannt voransgesetzt wer- 
den. Man wird non v', ond ebenso q' nnd H, als Funktion von v allein aos- 
drUcken , nm in den Differentialgleichongen 34), 36) und 70) nur diese eine Ver- 
änderliche zn haben. Gyld^n hat im Jahre 1886 in seinen Vorlesnngen anf dem 
Stockholmer Observatorium ein sehr schönes Verfahren gegeben, nm diese Trans- 
formation von v' anf u auszofiibren ; dasselbe findet sich übrigens pablicirt in 
seinem Werke „Trait6 des Orbites absolnea etc." Da wir die Glieder dritten 
Grades hier vemachlässigen wollen, so können wir diese Transformationen anf 
sehr einfache Weise vornehmen. 

Wenn wir die Bewegnngsconstante n' des störenden Planeten dorch die Re- 
lation 





r 


- 


«■(1-1") 
i+d' 




9 


- 


(fV+ü' 




(P) 


= 


■s»>.((i-ö»'-r.] 


n' 


COBÄ 


- 


i«;co8(r.+s>') 


V 


sin« 


- 


:!«;8iii(r.+s>') 




(rt 


= 


TI'COSV' 




V 


_ 


«'-IT 



148) 






JM' = i'(l+m) 



definiren, so haben wir ähnlich der Gleicbang 57a) 

149) n't + ^' = e'-|-2;B;sinnv'-|-W', 

wo die Funktion W' analog der Funktion W ist und ebenfalls als bekannt an- 
gesehen wird; übrigens können wir sie bei unseren TJntersnchongen vemachlüs- 
eigen, wie wir gleidi des Näheren erörtern werden. Die Coefficienten B', sind 
ähnlieh den £,; sie sind durch die Relationen 47) gegeben, wenn mwi dort q* 
für 7] schreibt. 

Mnltiplidren wir die Gleichung 57a) mit dem Verhältniss der Bewegungs- 
oonstanten 

160) C - ■^. 
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80 haben wir 

n't + nA •= iiv + itEB,sianv+nW. 

Vergleicht man diese Relation mit 149) onä bezeichnet man 

151) B = A'~(.A 

G = ^SB^smnv - EB',smwy' , 
BO ist: 

152) v' = {iv + B+G + iiW-W. 

Dieae G-leidinng dient dazu, v' nnd seine Fonktionen durch « anszudrücken, nach- 
dem man in G nnd W ebenfalls v' dnrcL v ersetzt hat. 

HierzQ müasen wir zunächst in den Grleichnngen 147) die Länge v als on- 
abhänginge Veränderliche einführen; die Relationen: 

können wir nach 152) folgendermaassen schreiben: 

^'sin^' ^ ■^*-si'n{^ + f.^-ß + H-H' + ftc> + e:G + pf:T7-C^Tr-H + H'i. 

Die Funktion W kann , wie wir später sehen werden , einen secolaren Teil ent- 
halten, und die Funktionen H und H' enthalten ebenfalls einen solchen; ich will 
bezeichnen : 

p. sec. W = yv') 

153, C. = C(l + ?) 

p. sec. H = et» 

p. aec K' = p. sec. c' v' ^ ft»c'w, 
wo übrigens e and c' zweiten Grades sind. 'Weiler «Ire ich die Be^eiolmangen 

r. = n+lLS 
lB3a) j_ = Ctl-c+iijC' 

". = r.+ s,v. 
Dann kann ich die obigen Gleiehnngen, wie folgt, schreiben: 

|C08 TT, 

if . IT = 
163b) ■" 

s«;°2('».+H-H')TSl!;e+i.t:^-i;n"-ff+H'i<™(„.+H-H')±-.., 



1) np. BM.« brsDche ich &1> Abkürinng ftr „para secDUria". 
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WO der strich aber den Fonktionen W, H and H' bedeatet, dass in Urnen der 
secolare Teil za nnterdrückeii ist. Das zweite (rlied rechter Hand ist teils 
dritten Grrades , teils infol^ Hinzatretens des Faktors i', ausserordentlich klein. 
Will man es hehnfs äosserster G-enaaigkeit doch berücksichtigen, so hat man 
für die Funktionen G n. s. w. ihre Werte einzusetzen, nachdem man sie bestinimt 
hat ; es werden sich dann aus den Frodakten teils G-lieder der Form Ä , teils 
eoldie anderer Formen ergeben ; die ersteren belässt man in der Grleichnng 153b), 
während die übrigen in die Funktion R' übergeführt werden müssen; wie dies 
zn geschehen hat, wird man an der Hand der Relationen 1 47) unschwer übersehen. 
Nachdem Gesagten schreibe ich also: 

,C08 _, _, ,008/ , TT rii\ 

' sin ' ^ sin^ ' 

p' = (p') + W 
^'^' {ff') = 2Xcos(w'-a.-H + H') = ij'co8{v'~n[} = ij'cosv; 

vi = v'-n[. 

Ich habe in diesen Gleichungen (p') zum Unterschiede von (p)' und {R') zum 
Unterschiede von R' in 147) geschrieben; auch die x^ haben hier, streng ge- 
nommen, eine etwas andere Bedeutung als dort, indem aus der Entwicklung der 
Gleichung 153b) noch Teile höherer Grade und Ordnungen zu ihnen hinzutreten; 
diese Unterschiede sind indessen so gering, dass sie für unsere Aufgabe gamicht 
in Betracht kommen and ich habe die vorstehenden Bemerkongen überhaupt nnr 
gemacht für den Fall, dass man eine sehr weit gehende Lösung unseres Problems 
beabsichtigte. 

Femer habe ich in die Funktionen tj' . n[ dieselben Argumente «d, einge- 
führt, welche nach 10) in ij . il vorkommen; dass dieselben wirklich identisch 

eind, wird sich zeigen ; jedoch auch , wenn dies nicht der Fall wäre , liesee sich 
gegen diese Bezeichnungsweise nichts einwenden, da man nur den n verschiedene 
Werte zu erteUen brauchte. 

Wenn ich nun noch setze : 
154a) il, = /Z;-H + H', 

so wird offenbar 
154b) ij'^P^JI, = S^*^^".- 

3. Nachdem wir jetzt r}' und /7, als Funktionen von v ausgedrückt haben, 
kann die weitere Transformation in folgender Weise vor sich gehen; ich setze: 
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156) w, ={l-^)o-B~ü 

V, = «-//,, 
and erhalte 

H, = w,-G 
155a) v' = -w, + c + G + H-H' 

vj ™ — K;, + ff+v,. 

.Mit Hilfe dieser Relationen sollen nan die Aigomente fl", nnd v| dorch w, 
nnd V, ersetzt werden, indem man nach Potenzen von G entwickelt, welches 
offenbar vom ersten G-rade ist. Diese Entwicklung können wir snccessive 
macheil. Man hat mit Yemachläasignng der Glieder dritten Grades nach 161) 
und 47): 

G ^ — 2ft))sinv+2)]'8in vj 

+ J HT]* ein 2v — I tj" sin2vj. 

Hierin habe ich vj für v' geschrieben, da die Differenz beider Grössen für ans 
verschwindend ist. Wenn man will, kann man die Transformation nnschwer 
aosfUhren, nnd die bei den Entwickinngen entstehenden änsserst kleinen Glieder 
teils in G belassen, teils mit Rücksicht aof die Relation 149) nach W überführen. 
Mit Yemachlässigong der Glieder zweiten Grades ist: 

G s=— 2(tij8uiv — 2r)'sin(M', — v^. 

Mit Hilfe dieses letzten Änsdmcka findet man aber bis za den Gliedern zweiten 
Grades eingeschlossen : 

ij'ainvj = — )j' sin (w, — v,) + Gti' cos [w, — vj 

= — t)'8in(w,— v,)— ^ip)'8in(w,+v— v,)+(t*?»j'8in(w,— V— V,) — ij''fliii(2«',— 2vJ 
)]" 8in2yJ = — ij'* sin (2ic, — 2v J , 
and hieraus mit derselben G}enaaigkeit nach 156) : 

G = — 2(Mj sin V — 2*j 'sin (w, — v,) 

+J^ij*sin2v— (i)p)'8in(«j,+v— ▼,)+2f»ip)'siQ(w,— V— V,)— |»j'*Bin(2w,— 2v,) 
leea) G* = 2ii* 1]' - 2f»' ^ cos 2v 

— 4(M]i;' cos (»1 + V — V,) + 4fM)i}' cos (w, — v — v,) 
+2»i"-2.)"cos(2w, - 2v,). 

Man bildet nnn endlich ohne Schwierigkeit die folgenden Entwicklmigen von 
CosnH^ und sinnfl,: 
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COB ^ COS , „ ein «' G* cos 

. nH, = . nw+nG »w, 0— . «w, 

Bin sm cos a sin 

COB cos , , I • 1 cos 

sm ' ^ ' sin ^ ' ' sm 

-„^-(»„.-v, +[i!>l-s„,]^-(™.+2,) 

+«,'T[(»+i)»,-vj -«(»-i)i.iii' ^[(»-1)".+'+».] 

167) +n(«+l)(iiiii' °^r(»+l)".+T-'J 

+n(n-l)(i)iii' ^[(»-l)«',-v+'J 
— n(M+l}ft»)V . [{n+l)w,-v— V,] 

• r« cos 

' sm 

+ [^-|»]l'" ^[(»-2)»,+2vJ 

+ [y+H'" staK'+sJ^.-a'J- 

3. Die vorstehenden Aasdröcke dienen zur Darstelliuig der Produkte 

als ezplicite Fonktionen von t>. 

In allen Fällen, anf die wir gegenwärtig Eücksicht nehmen, können wir die 
Fnnktion Ü' sowie die in den Argamenten auftretende Funktion W vernachläs- 
sigen. Die Grriinde hierfür sind leicht za ersehen ; indessen will ich sie hier aos- 
einaodersetzen , damit kein Zweifel an der Berechtigung dieses Verfahrens ent- 
atehe. Die genannten Funktionen enthalten natürlich einige grosse Glieder, vor 
allem die sogenannten grossen Ungleichheiten in der Bewegimg Japiters, die 
dnrch Saturn veranlasst werden, da seine mittlere Bewegung zn der Japiters 
sehr nahe im Verkältniss \ steht. Dieselhen sind mit der Satomsmasse molti- 
plicirt und erhalten bei uns noch einen der Faktoren fl(Bjy)r.,', die rein erster 
Ordnung Bind. Die von diesen Funktionen abhängigen Grlieder sind also von 
vornherein sehr klein ; die za ihnen gehörigen Argumente hängen aber ab von 
der mittleren Bewegung Soiwms \ sie können also dorch die Integration nur 
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vergrö89ert werden, wenn zwischen der mittleren Bewegung des gestörten Pla- 
neten nnd derjenigen. Satnrns genäherte Commensnrabilität besteht ; und in 
diesem Falle würde man, ehe man anf sie Rücksicht nimmt, die direkten Satnm- 
störongen berechnen müssen , die natürlich grösser sind. Aber aach diese letz- 
teren liegen im Allgemeinen unterhalb der G-rösse , die ich mir in dieser Arbeit 
als Genanigkeitsgrenze gesteckt habe. Will man eine grössere Genanigkeit er- 
reichen , oder handelt es sich mn einen Planeten , der ganz anssergewiShnliche 
SatnmstÖrmigen erleidet (oder zu erleiden scheint), so hindert nichts, wie schon 
anfangs bemerkt, die von nns gegebenen Entwicklungen weiter auszudehnen. 

Im Gegensatz hierzu können wir die Funktionen It und W nicht als klein 
betrachten, da sie nicht nur in vielen Fällen thatsachlich sehr gross sind und 
sogar grösser sein können als die Excentrität der ungestörten Bahn, sondern da 
sie auch immer wieder zu solchen Gliedern höherer Ordnung Anlass geben , die 
dar<^ den Integrationsprocess weiter vergrössert werden. 

Eiogehendß Betrachtungen haben mich dazu geführt , allgemein die dritten 
Potenzen dieser Grössen zu vernachlässigen, und grösstenteils, aber nicht immer, 
auch die zweiten. 

Nach dem Vorhergehenden haben wir die Relationen 

(?) = V '^^ '^ 

(ff') = »)' costJ = ij' cos (w, — V,") + Qri' sin (tc, — v,) 

s=1j'C08{Kf,— vJ-|-^ip)'cOS(w,-t-V— V,)— ^))l/'COS(W,— V— Vj— »)'*+»)'*C08{2tt',— 2vJ 

168) 

(p) =i*)+Kco8 2v 

(q) [ff') = jTpj' COS (W, + V — V,) + ^tpi' COS (W, — V — V,) 

(«7 = H'* + }*l'* coB (2w, - 2v,) , 
und hieraus folgen mit Bncksidit anf 157) die Entwicklungen : 

159) (P)^%fl, = iiiT(nic, + v) +ln^T{»«;.-|-2v) 

sm sin ^ ■ ' » r 1 gm i ' 

-i"'Jl'a^[(«-l)«'.+->' + v,)] 
-l''W^[(n-I)«',-v + v,] 

Ithdicm. d. K. Ow. d. WIM. n atmmttu. lUa.^)va. KL H. S. Bud 1, t. 9 
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;(»-1)«;, + tJ +J(>. 

+ii'^'[(»+l)«',-'.l +l(»+.l)cil'2^[(«+l)»,+T-T,] 
-i(»-i)("m'^[{"-i)«,-T+vj 

-i(" + l)("ltl' °^[('' + l)".-T-T,] 

169) 

— 1J . «to, 

Sin ' 

-1("-1)1'" ^'H»-2)», + 2vJ 

+ i("+l)l" ^[t"+2)».-2Tj 

^"^ Bin "am 

+ },'^(»»),+2t) 

,C08r, ,, 

+l'ra'^'K»+l)".+v-vJ 
+lW^[(»-l)«',-' + 'J 

+ }ll'^'[(»+l)".-v-v,] 
. «cos 

= i1 .iJ,"». 

+ll"^'[("-2)".+2'J 
+}l'-^'tt» + 2)».-2vJ. 

Nachdem wir non die Ansdriicke (ofio'Y ■ w-Ö^ '^is za den Gliedera eweiten 
Grades gebildet habeo, bietet die BÜdrmg der vollatändigen Produkte 
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keine Schwierigkeiten mehr; man vernachlässigt B' und setzt: 

und erhält z. B. bei der Entwicklung der Funktion Q : 
160) 2^ne(»^),vP'«f »?"'V^*'8"i«fl, "^ 

4. Um endlich die definitive Form herznetellen , die ich den Funktionen Q, 
P nnd 2 geben will, transformiren wir schliesslich noch das Ärgnment: 

w,= Oi-(i.)v-B-ü. 
Es ist nach 156) 

U= (iW-W-R + K'. 

Die Fnnktion U enthält keine Constante , da die constanten Glieder in S anf- 
genommen sind, aber sie wird im Allgemeinen ein secnlares Glied enthalten j 
dasselbe kommt anf folgende Weise zu Stande: 

Die Differenüalgleichnng 69) für W enthält rechter Hand verschiedene con- 
stante Glieder, sowohl erster wie höherer Ordnungen. Der wichtigste Teil erster 
Ordnung entsteht ans den Gliedern 8— 2 B , und wenn wir mit a^ den constanten 
Teil von 8, mit b^ den constanten Teil von B bezeichnen, so ist der constante 

dW 
Teil von -5— , soweit er erster Ordnung ist, im Wesentlichsten 



Nun ist a, die Integrationsconstante , welche bei Integration der Gleichong 34) 
entsteht (nnd welche wir auch schon in Gleichung 6) so bezeichnet haben) ; nnd 
zwar ist diese Integrationsconstante eine äberzäblige, über welche wir verfugen 
können. Jedenfalls müssen wir sie so wählen, dass sie höchstens eine Grösse 
rein erster Ordnung wird , denn sonst würde man bei den Entwickinngen nach 
Potenzen von 8 auf Unannehmlichkeiten stossen. Wie sich später zeigen wird, 
ist bei einer derartigen Wahl von a, auch b^ eine Grosse rein erster Ordnung. 
Ea erscheint nun am Einfachsten, wenn man a^ so bestimmt, dass der constante 



r werden anch in der Kegel so verfahren'). 



1) Siaho K»p. VI. § 2. Nr. 4. 
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Indessen giebt es Fälle , in denen ee nicht mSgUcli ist , den constanten Teil 

dW 
von -3 — zam Verschwinden zn bringen ; handelt es sich nämlich am einen Pla- 
neten, dessen mittlere Bewegung besonders nahe commensorabel ist mit derje- 
nigen Jnpiters, nnd enthält infolgedessen die Funktion R eines oder mehrere 
auffallend grosse Glieder , so ist der constante Teil von 3fi' , welche Grösse in 
der rechten Seite der (xleichnng 59) auftritt, grösser als die störende Masse, 

obwohl er zweiter Ordnung ist; um den constanten Teil von -7— zum Ver- 
schwinden zu bringen, müsste dann a, erheblich gross gewählt werden, nnd man 
würde überhaupt bei einem aolchen Verfahren zu divergenten Resultaten geführt 
werden. In den besonders schwierigen Fällen des Systems der kleinen Pla- 
neten ist also die Antinllirung des constanten Teils rechter Hand der GMeichnng 
59] nicht ausführbar; und wir wollen deshalb die Summe der constanten G-Ueder 
rechter Hand dieser G-leichung, welche rein erster Ordnung oder kleiner sind, 
mit c, , den Teil aber , welcher gross ist im Verhältmas zur störenden Masse, 
and hauptsächlich aus dem Giliede 3Ü' entsteht?, mit y bezeichnen; dann kann 
man schreiben: 



161) 



dv 



Man hat sich nar za erimiem, dass Cg stets zom Verschwinden gebracht werden 
kann, und daas y nur bei denjenigen Planeten von Nnll verschieden ist, deren 
mittlere Bewegung äasserst nahe commensnrabel ist mit der Jupiters und die 
unter die Klasse der kritischen Planeten (Kap. VII. § 1) fallen. Als Maximalwert, 
den y überhaupt erreicht , kann man eine Grösse annehmen , welche mit dem 
Quadrat der elliptischen Exeentr icität verglichen werden kann , und zwar des- 
halb , weil der Maximalwert von R eben mit der elliptischen Excentricität ver- 
gleichbar ist. Uebrigens sind wohl von den bis jetzt entdeckten Planeten nur 
Eilda (153) nnd Ismene (190) als kritisch anzusehen und auch von diesen ist es 
zweifelhaft. 

Wenn wir aber den Ausdruck 161) integriren, so entsteht in W nicht nur 
das secnlare Glied {c^ + y)v, sondern auch die Integration der periodischen Glieder 
erzengt einen secularen Teil , welcher mindestens zweiten Grades ist. Es ist 
dies liie Folge unseres in den folgenden Kapiteln zn behandelnden Integrations- 
verfahrens, das ich nach dem Vorgange Gyld^n's anwende, nnd mit Hilfe dessen 
wir in allen FäU^ zu brauchbaren Entwicklungen gelangen. 

Man erhält W in der Form : 

161a) W = (r, +}'+>',) Ü + periodische Glieder, 

nnd nach pag. 61 haben wir: 

y = c.+y+n- 
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Es wird sich zeigen, dass y stets positiv ist, während y^ aoch negativ sein 
kann, aber mindeatena zweiten G-rades ist. 

Von der Funktion W, welche wir vernachlässigen, kann man annehmen, 
dass sie keinen secolaren Teil enthält , da die Störungen , denen Japiter ausge- 
setzt ist, 80 klein sind, dass man diesen Teil zum Verschwinden bringen kann. 

Die Funktionen H nnd H' enthalten beide einen secularen TeÜ, der zwei- 
ten G-rades und ausserordentlich klein ist, und den man aas den Gleichungen 100) 
und 93) entnimmt. Nach 153) hatten wir bezeichnet : 
p. sec H ^ c« 
p. sec. H'= (i^c'v 

f*. = *»(!+?)■ 
Es ist also: 

p. sec. w, = il-C.)v-(t(r^ + y+y^)v + (c — ii,c')v = (1— (*,)« + (c— fi,c')«, 
aber 

p. const. -^ = l-it-ii(,r, + y) + c-it,c'. 
Wenn wir nnn ü, wie folgt, zerlegen : 

162) 0"= n(c^+y)v + fiK+fiV, 

tvo die Funktionen K nnd V gleich definirt werden sollen, und wenn vir be- 
zeichnen : 

163) ft = f»(l + c,+y), 
so wird: 

Die Funktion V soll so bestimmt werden; dase sie alle <]^lieder der Formen 

A nnd C enthält, welche in w^ vorkommen, während alle anderen periodischen 

Q-lieder zn E gezogen werden ; ferner soll K kein seculares Glied entbaltea- 

£b ist dann: 

p. sec. V = y,"— (c— ft,«'}», 

und 

^ '"^ , , 

p. const. -j— = —c + it,e'. 

NoB endUch setzen wir: 

164) . « = (l-ii,)v-B-it7, 
worana folgt: 
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imd führen in die obigen Entwicklnngen für p'p''*?*«fl, atatt des Winkel« w. 
den Winkel te ein, indem wir nach Potenzen von K entwickeln. 

6. Eb ist non nicht schwer, mit Hilfe der Entwicklongen 169), sowie der 
Formel 160), nnd indem man, wie eben bemerkt, nach Potenzen von K ent- 
wickelt, den Aosdrnck 136) für die Funktion Q in die folgende definitive Form 
überzuführen: 

Q = S4^,8in«to +i:^i:J^B8in»Kf —J,nnA,.,^KcoBnte 



+ S^^tJ,', ij sin (nv> + v) + ^A^,^" Rtj ein (nw + v) — Enp -^l*'.*, -Kil cos (ww + v) 

+ SA^T^.', )j sin (bw — v) + £^;;.'"i"'*üij ein (nw — v) — £nft ^7,'.', Z^jjcos (n« — v) 



+ S^lto" l' sin (nw + v,) + E^*'^'* -^l' ^in (nte + v J — Snfi 4^*", Kti' cos (nw + v,) 
+ SvliT," ij' sin (nw — v,) + ^A~!^\^ Rq' sin (ww — v,) — Sn^^^T,'*, Z^ij' cos (nw — v J 



+ £^..,.1, ij' sin nw + S-<ii:J.o -Bij* sin nw — Sm|Bj1..,^ äij'cos »w 

+ l^i"!^, 1)' ein (nw + 2v) + £4i*,4» Bi;' sin (nw + 2v) - Snji A^^, Äij' cos («w + 2v) 
165 ) + 'tA^;X.', n* sin {nu? - 2t) + ^lA-^;];" Mvf sin (nw - 2v) - IniiA^;;;^^ Ktf cos (nw - 2v) 



+ £^l"I^;,»pi'8in(nw+v+vJ+S^;;^;/*Äip)'8in(nw+v + T,)-S«Mi!^,^ipj'co8(«w-|-T+T.) 
+ EA*;|,)ji)'Bin(nw+v— v,) + EA;;;V/t''Bip)'8in(nw+v — vj— &ift41t",-Kij»l'cos(nw+v-T,) 
+ £J^",)pj'8in(nw— v + vJ + £^~V,i^^*J*l'sin(»w — v+vj— 3En(t4^7i.',-K^ipj'co8(nw— v+T,) 
+Sjlt^,)I))'süi(««'— V— vi)+£4;^,"*,''üi)tj'sin(MW— V— V,) — S«p^l'^,Zij)j'coa(nw— V— V,) 



+Sj1..j., 1?" sin nw + £^i;J,, B»;" sin nw — Snf»A,^.,Z»)'* oo8 nw 

+ EA;1;.', n" sin («w + 2v,) + S^jJ^J-.',' ^ij" s"» ("w + 2v,) - S«(*-41^^ Z))'"co8 (nw +2v,) 

+ 2^^, *)" ain {nw - 2v J +S^;;^.',-* B))"8in (mb - 2v,) - InMl";^.'. -ff*!'! co8(nw - 2tJ 

Ich habe hier mit Q, denjenigen Teil von Q bezeichnet, der von den Neigungen 
abhängt und den ich in No. 7 dieses Kapitels entwickeln will VernachlÄBsigt 
habe ich R' , W , die dritten Potenzen von M nnd K, nnd endlich die zweiten 
Potenzen dieser Fanktionen, wenn sie noch mit ij oder t)' mnltiplidrt sind, sowie 
die Glieder dritten Grades. 

Die Wahl der Indices für die jl-Coe£fici^ten hoffe ich in mögUchat aber- 
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sichtlicher Weife getroffen za haben : von • den onteren Indices giebt der erste 
den Faktor von w, der zweite die Potenz von ij, der dritte die Potenz von ij'; 
von den oberen Indices giebt der mit einem Vorzeichen versehene die ganze Zahl, 
mit der v oder v,, oder anch beide multiplicirt sind; von den beiden anderen 
oberen Indices ^ebt der erste die Potenz von R , der zweite die von R' ; der 
letztere ist natürlich hier stets Nnll. 

Für die J-Coefäcienten findet man schliesslich die folgenden Ausdrücke *), wo 
ich der grösseren Klarheit wegen für die Coefficienten , deren Index n gleich 
Kall ist, die Werte ansdrücklich lüngeachrieben habe, da sie einerseitB halb za 
nehmen sind, andererseits sich teilweise zusammenziehen lassen. In einem Falle 
habe ich dies anch für n ^ 1 gethan; es dürfte somit in den angeführten For- 
meln keine Unklarheit sein. 

166) ^..,., = -2»e.^o.o, Jo,o.o = 



■^S, = -»|«..i.o + 2«l>l?..o..i, 


A" 


. = 




-C5 = -"IC..i..-2"(.«..«l, 


^r; 


. — 




'»;", - -(» + l)l«.+,...i-2(n+l)«.+i...o|, 


^'ü" 


= -«.. 


..+2«, 


^tZ - -("-l)l«.-i....+2(»-l)«.-.....i, 


K^ 


- 





-^...0 = -nie^.o-2nV'«».o.o + 2e(-.o.oh.,|, A... = 

-A'^.0 = -nli«..ii.o+n^Q,.,.o+(n>'-J«^)gH.o.o|, A'^f,, = 
■KT.* ■■ »li«-.».o-n*i«».i.o + («V+|n*t)«,.o.i>!, A^;\\ = 



At;!, = -(n-l){ie-i.r.i+(«-l)(?»-M.o+»f*e^i.o.i+2B{»-l)pe-i.o.o!, ^T^'.^kQiA.i-Qi.u 
K.I.V = -(«+l)t4G-ti.i.i-(«+l)C^i.i.o-»V«*fi.o.i+2M(n+l)f»C-M.o.<.l, ^■:/!,=0 



1) In seinen bereits pag. 60 erwUiDten nHoifstafelo" giebt Oyldäi die oiuneFiicheii Werte 
der A- and £-Coefficientea. Der Umstand, dass diese Coefficieoten bei uns in anderer Form auf- 
treten, als bei Qyldän, ist gewiss etwas hinderlich bei Benutinng dieser Tafeln. Indessen scheinen 
mir die Vorteile der hier angewandten Bezeichnttngsweise so bedeutende , dus ich nicht davon ab- 
gehen wollte, namentlich da die Ojldän'sche BeEeichnung nicht immer eindentig ist. ~ Ausserdem 
muss idi bemerken, dass unsere A.- und £-Coefficienten von der Aptidenbewegung Tollkommen un- 
abhängig, ihre Werte also strenge sind. Tgl. die Bemerkung auf pag. X in den Hülfstafeln. 



, Google 



72 KABTIM BBENDBL, 

^.„ = -«l«.A.-2«..o..-2»'«..o.o+2«..oi)..,l, ^»... = 

•*™, — (»+2)li«M.io.i-(«+i)c.+..«,i+(»'+v'"+Be,^i.«.oi, ^^a = -«....,+2«,„-3e„ 
^", - -("-2)lt««.«..+(»-i)e,.-i.o.i+(»"-v»+!)e«->.Ml. ^t.=o 

^:;.. = -2«e.,i.o, ji;:i. = o 



^v."- -»|2e.*o+ä»^c..i..i, 


^r,: 


•— 


•*;'.r=-»|2e....o-2«c«,...oi, 


-i;'.-.; 


•= 


-!.«■•=> -(»+i)lc.+i...,-2c»+i)e^..,,.i, 


^s; 


•= -«,.,.,+ 


<iv=-(»-i)le.-u..+2(«-i)«^,....|, 


'^ri'i 


•_ 


•^r... — -»|3C.j.o-2«V"«..i.o+2«(,.,..)„,l, 




-<«.. = 


•^.■.'.■•= -»lje»..«+2n^e..„+(»v"-i»i')«. 


...1, 


^Ä.r= 


A-5iS--"l»«.....-2»ce.^+(»v+i"»')«. 


,..!, 


^™'= 



4sr — (»+i)ie^i.i.i-2(»+i)«rt-..t..+»c«^i.i.i-2n(»+i)pe^,.,..i,A"r--«,...,+2«,,. 
^r.r= -(»-i)l«.-i...,+2(«-i)e^,.!.<,+n(.c.-..i.i+2i>(n-i)(i«.-i.i.»|,4sr=«,....-2«,« 
<v.!"= -(»+i)le.^i.!.i-2('>+i)ert-i.i.o-»/««M-i.i.i+2»(«+i))>«rti.i.ol,<',r-o 
•^r.;r= -(»-i)lc^M.i+2(«-i)c«...o-«i»«,^i.u-2«(n-i)c«.-i.i*|,^;r',r-o 
-c.. — »l«»u-2«,.,.,-2«'e..,..+2ei..,.„.,,l, yc =0 

^i,'= -(»+2) I w-w.i-(«+i)e-n.i.i+(»'+T»+j)«^.i.ol, ^üi*— e,.M+29,.,.,-3«,.„ 

^;:r-i«.....-i«..« 

-IHh, = -2»«.j.., -IL", = 0. 

6. Wir wollen nun den Äasdrnck Q, entwickeln , welcher von den N«- 
gongen ahliängt. Nach 136) ist offenbar, wenn wir Wj für fl, schreiben, da wir 
ja die GMieder dritten C^rades vernachlässigen wollen ; 

167) ft = -2SnQ„A,sth sinuw, 



and in diesem Ansdmck sollen h und -^ zonächst durch j imd )' ersetzt werden. 
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Eb ist nach 106), wenn wir für B^ das Argament tc, seizea, also G-lieder dritten 
Grades fortlassen: 

168) * = -±+i:„„,„,+!iL*L,i,„,+„.. 



DiiFerentiation alle Grössen , welche sich auf die Lage der Bahnebene beziehen, 
als constant ansieht. Dann ist nämlich; 



dv' 



tmd man erhält: 



Die Ansdrüi^e 168) und 169) wollen wir zunächst noch weiter OEoformeD. Man 
hat nämüch: 

j = Binjeinö+3, 
woraus folgt , ähnlich der Relation 89) 

dk . dv, . dv. , dQ 

Ä _ suyces»+.j^sm.-^cos. + -f • 

Die ansaerordentliche Kleinheit der Funktionen — j-*- und -—■ gestattet uns, die- 
selben hier zu vernachlässigen and wir bilden die folgenden Aosdrüi^e: 

i" = 4sinV-iainVcoß2n+23Biii?siiiB + 3* 
170) (|^y= H"»V + 48iiiVco82D + 2-^ßinjco8p+(-^j 

g^ = i8inV8in2o+38injcosö+-^8inj8inb+8-J- 

Aehnliche Ausdrucke lassen 8ich für den störenden Körper bilden; man 
hat nämlich in Analogie mit den Gleichungen 72) bi8 77) : 

jlbkiUni. d. K. Qw. i. Wki. ra G<ttlm(«. Mttk-pliT^ Kl. N. F. Bamd I, i. 10 
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171) 



und hieraus bilden wir: 



= (i)'+a' 

- £sm.;sm[(l+Oi'-e.'] 






amj cosD' + --7-}-Bin»'— --T-?-co8f' + 



,^M 



wo in Analogie mit 88) gesetzt iat: 

171a) v', = sin/ 003«', vj = sin j' sin«'. 

Die vorstellenden Ausdrücke transformiren wir ebenso wie 147) und 
erhalten 

- (jO+CS') 

- e.-T.v 

= S'.-t'.B 

= isiniisinCc'-e.-H+H') 

- 2;sin.;T(».+H-H') 



172) 



ÖO 



— = v'— ff| 



,C08 - 



^cos..(f), 



wo ich (3') und (-^j geschrieben habe, da in diesen beidenFnnktionen die kleinen 

Glieder aofgenonunen sind, die durch Einßlhrmig von bj an Stelle von b' ent- 
stehen. Die Constanten i',, x'^ and &', setzen wir als bekannt voraus. 
Femer sei; 

173) D, == «-«,, 

worans nach 152) nnd 166): 
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174) v[ = -w, + b, + G. 

"Wir yemachlässigen -tti ^rr nn^ S' ""^^ führen mit Hilfe der Itelation 174) 

für das Argomeut V[ die Argamente w, nnd B, ein ; die Fanktion G lassen wir 
bei Seite, da dies der Vernachlässiguiig der Glieder dritten 6rades gleichkommt. 
Wir erhalten so : 



176a) 



i" == isiiiV'-}sinV'coß{2«;,-2ü,) 



i'-^ = -4sinV8in(2w,-2Dj. 

Äof dieselbe Weise bilden wir endlich ; 

^' = ißiniain/coß(«', +» — »,) — j8injsinj'coa(M',—B—t?,) — 3 aiii/8in(ic, — tJ,) 
176b) ^. ^^ 

5'^ = — i3inJ8in/8in(w,+0— 0,)— J8i]vsin/sin(«j,— b— »,)—■ -^8in/'8in(MJ, — D,). 

Die Aasdriicke 170) and 175) führen wir jetzt in die Kelationen 168) and 169) 
ein, nnd erhalten dann: 

176a) A = — i sin*jcosWi + j8inVco8(w, — 2o) 

+ } sinj sin/ cos (w, + D — »,) — J sin j sin^' cos (ic, — D — D,) 

— } sin'/ cos «>, + i sin'/ cos (mj, — 2d,) 

— }3sinj8in(w,+B) + |3sinj3in(«',-u) 

— |-psin^'cos(w,+u) + i J^ sinj CQa(Wi—t)) 

— BBiaj'sm(w^ — \}^ 
-iS'coBW. + iS^sinw, 

176b) ^ = +^Bin'JBmw^ + i6'm*j»isi{w^—2v) 

— J ain^' ein/ sin (mj, + b — öj — ^ sin j sin j' sin (w, — D — »,) 
+ i sinV sin w, + { sin' j' sin (w, — 2d,) 

— i 3 siiV cos (w, + p) - J 3 sinj cos (w, - D) 
+ i -^sinjain(w, + B)+|-^ Bin^sin(W[ — ») 

— -~ sin/ sin (Wj — »,) 



+ 4msm»-i3 



a„ 
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7. fahrt man diese Werte in den Aasdrack 167) ein nnd ersetzt man das 
Argoment w, durch w, indem man nach Potenzen von K entwickelt , so kommt 
der folgende Aasdrack zu Stande; 

177) Q, = S4,^^ sin'j sin «w + SJ^^tJ!, ainj sin/ sin (nw+ ö + 0,) + £ J,^, sin'/ sinn« 

+ S41'7?, sinV Bin (nw + 2ij) + S^|,t", »inj sin/ ain (« w + b — D,) + tÄ'^, sin'/ sin (nw +2d J 

+ S^'rI.'o sinV sio («w - 2d) + SZ^,'!, sin^' sin;' sin (»w — B + 1),) + ^Ä^'.t sin'/ sin (nie - SoJ 

+ S AliTj', sinj sin/ sin («w — D — B,) 

— £n(t^,.,,o X^ sinV cos nw — E«p J'^f?, iTsin^ainj' cos (nw+ B + ö,)— Enp J^^., iTsinV cos n» 

— r«ftj4;.'!','.'o Ä" äinV cos («w + 2b) — S«^^l,t", iC ainj sin;' cos (ww+B — B J — Sn^^'!J.',ffflinV' cos (nw+2D,) 

— InftAm^Ksia^j cos («tc - 2d) - InftilT,'.', Z sin; ein;' cos (mw— B+B,) — ^ftj^], Ksm^j'coB{n«-io^ 

— I,n(iA^^\ Keiaj sin/ cos (»w — B — C,) 

+ S^.';.',-* 3 sin; cos («w + B) + E J*l* ' -ß- 8"V ein («w + D) 
+ S^r.','.'* 3 8in^ cos (rtw — ») + E^:',"",' -^ sin; sin (nw-B) 
+ Eli;^-,',-«B8m/coB(«w+ö.) +Ei"*i?,'-^ain/8in(tt«7+B,) 



+ Eii;,,S-^cosnw 

Bei den ^-Coefficienten giebt von den onteren Indices der erste den Faktor 
von w , der zweite die Potenz von sin; , der dritte die Potenz von sin/ ; der 
mit einem Vorzeichen versehene obere Index giebt die ganze Zahl, mit der 
oder u, oder anch beide mnltiplicirt sind; von den beiden anderen oberen In- 

dicea giebt der erstere die Potenz von Q , der zweite die von -~9_ 

Man erhält dorch die angedeutete Operation die folgenden Aasdrücke fSr 
die ^ - Coefficienten : 
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178) 2;:;., = ^^._,.<,.o+^^^,.o.o Äii, = o 

■^.io = — 2" ^--1-0-0 g— VH-I-0.0 -4i.o.o = -^[.0.0 

■ä;:;., = i^«-f.o.o- i«.H-i.ü.o iji, = 0. 

8. Ich will nnn die Punktion P in deraelben Weise transformiren , wie Q; 
wir berückaichtigen die Entwicklnngen 157) , 169) and 176a) und fähren sie in 
139) ein ; wenn wir dann gleichzeitig wieder nach Potenzen von 'K entwickeln, 
80 wird: 

179) P= SB.^,cosMW +lBl:l„RcoBnw +SH^B..„.,-K'8inmo 

+ SB;.;,, B* cos «w + £ »ft B'Jl^ RK sin nto - \ SnV B..^„ £*cos nu 



+ ^B''i^[\ n cos {nw + v) + EB*','.'," Ä») cos [niv + v) + S«/t B^*"^ Slrj 8in(«iP + v) 

+ SBJiTi.'i, tj cos (kw — v) + ££~',.';,'° Jti) cos {«ic — v) + So;* -BlTi'-« Ä't/sin(ntt' — v) 

+ S^toV, l' cos («w + Tj) + SB;|:',\'* St}' cos (nic+ V,) + Swft if^t", -S^l' sin (rtw + v,) 

+ SJ?iTo", V}' cos (nw — V,) + E^',".'," Bf]' cos {jiiü — Vj) + SMft B;,7o.', iCij' sin (h w — v,) 



+ S-B,.,,„ tf cos «w + SBl"!?!, ijij' cos («lü + T + V,) + SB..,., i;'* cos hw 

4- ^B'^!„ vf cos (nie + 2v) + IiB'*l\r}rj' cos (nw + v— v,) + SB',"^*, »j" cos (ntv + 2v,) 

+ SB"~I!o l' si» {« w — 2v) + SB^", 5;ij' cos (mm; — v + v,) + S^t^, ij" cos (k w — 2^,) 
+ EBi-'',i)i)'cos{nw-v-v,) 



-f EB,.,., sinV coe «tp + SB™ sinysinj' co8(mw+ 0+ 0.) +SB.^,,8in'j' COB nto 

+ EBi,'7?o'ßinVcos (*iki+2ö) + SB^tiViSinj sin/cos (nto + D— tj,) + SB^tö-'t ßin'^'' cos (»itc + 2d,) 

+ SBl'7.'iiSinVcos(«Mi~2D) +Eifl~'',suy'sin/co8(««J — B + Dj +£B^';J.',8in'/co8(HtP — 2l3,) 

+ 2 B'~", sin^'sin^'' cos(«w — u— ö,) 



... ^3 , 



f SB;^,V.V'S sin^sin (mw+b) +SB;|'';*j' -p- sinj cos («w + tj) 

+ SB:',-.'," 3 sinj sin (««; - D) + SB;';' 

+ SiC.U*' 3 8iiij' sin ("i" + Uj 
+SB7.|,','."° 3siiv' sin ("w — ü,) 

+ £B::.3'cos««' +SB::;.„S-^sinn 
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Wir haben hierbei die Glieder vernachlässigt, welche R and K enthalten und 
zugleich zweiten Grades sind, obwohl wir die entsprecbenden Glieder in Q be- 
rücksichtigt haben. Indessen sind sie hier bedeutungslos , während einige von 
ihnen in der Funktion Q unter Umständen merklich gross werden können. TJebri- 
gens müssten wir auch unsere frühere Entwicklung von Sl etwas weiter aus- 
führen , um die zu den genannten Gliedern gehörenden B - Coefficienten zu be- 
rechnen , während die entsprechenden A - Coefiicienten nach 178) ohne Weiteres 
berechnet werden können. 

Die Indicirung der B-Coefficienten ist die gleiche wie die der .4-Coefficienten, 
und die Coefficienten B"a."''i .B^liV und i?,?,'o fallen fort. Schliesslich erliält man 
für die i?-Coefficienten die folgenden Ausdrücke : 

180) B..„, = ■iP,,,,, B..,., = Po.,., 



K','., = ''..i.« + 2"(iP..,.,, Jj;t,°o — P,.i.« 

J^i:;.'. - p».i.«-2«(.p....,, Bf-;:. - o 

.B"', - J'.-n.ö.i-2(ii-l-llP.+,,,.,, P;*", - P,.,.,-2P,.,., 

^:°., = p.-i.,.i-H2(»-i)p._,.,.,, B'-;, — 



-».....= A...o-2«V'P....,4-2P„...„,.., P..,.. = iP»...«-fP|0.,..),., 

JS™. — 4P«.i.,-H"cP....o-K«>'-}»(i)P..,,,, BS. = 4P,..., 

.B":;i-lP..!.«-"cB..i.,-l-(»>'-Hn(i)P..,.o, .Ell'. -0 



K;\ = iP.+i.i..-(»-H)P.+,.,.,-fti,iP,+,...,-2,i(i.-i-i)pP»n.,.,, Pit;;, = tP,.,.,-p,,, 

^*,'.', = ^P»-l.l.l-(-(»-l)P»-l.l.«-^«cP.-l.0.l-l-2n(n-l)cP^l.,.^ Bit,'.', = iP|.i.i-P,.i 

B^.i, = tPM-i...i-(«-i-i)P-f.i.«-»ci'.-n.«.i+2"(»-H)c Pw.«.», B-;:, = 

B'r!, - iP,.-i...i-l-(»-l)P.-i.i.o-«cP.-..o..-2n(ri-l)^P,^,.,.,, B^, = 



B..,., = P.D.. - 2P..«., - 2»* P...« 4-2P,..,,,^.„ B,,., — JP,..., - P,.,., -H P(,.,.,,,., 

JS".'." = tP.H-<.«.> - (» + 1) P,^-..,.l-^ (»■ -I- 'i« + \) P,H-!.«.„ PS, -= iP«.!- P>.o.i -f JPi.0., 

Pll', — jP— !.,..-K»-l)P.-i.o.i-K»'-"n-f })P-!.,* PS", = 0, P;;?, - IPlu-JP,., 
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B;.V.V= 2P.j.o+2n^P,.,.o ^.V.'.'— 2P«.i.i 

Sri.';'— 2P,.,.,-2»(iP..i.« B7.';';'= o 

■B"»'."= P.H-i.i.i-2(n+l)P.+..i.o ■B.':;;','- Pu..-2Pi.i.» 

B:,',.V- p.-i...i+2("-i)-P.-i.i') ^.;:,-— <• 

B;t. — 2P..I.0 p;:.*. = P«.u 



X.,.. — j1p^i....+Ph-i...! p..,.. — iS... 

b:z = JP.-1...0 psi - 

P2J, = -JP^,„ PS, iPlAO 

51" - *!*—■•• ^" = t^'" 

P«'i — iP.H-iJ>.o -^-'i = " 

Pi:?, = -tP.-,..o 5;:^, = o 



P.... — -Jl?.^i.««+-''»H-0.«1 ■»..... jPiü.» 

s':^ = jp-iM -SU'. = *> 

B*,':r— -}p-:ji-»-i?-+i" 5iv.v — P.J1.0 

p:^?= jp.-i.«..+jp.+i.«.o p:;.'.*- 

piiv- i'.+u-o pttr= -Pi« 

p;;«= -p.-,j,^ P;.'.r- 

itW iP.-i.o.ii+JPM-i.«.o P*V.'= 

■^«'- iP.-i.o.o-lJWi.«.o ^V.'- 

Kl, • — ll?.-i.«/)+P»fi.»«l *!■"• = -4Pi." 

P;;. = iP.-i.o.o-iP.+i.«.» Kl, = 0- 

9. Endlich soll nun der Ausdruck für die Fnnition ü vollständig ent- 
wickelt werden. Man hat nach 146) mit Vernachläesigang der Glieder dritten 
Grades : 

Z = 22f r„,,./ p' e'' i cos nH^ + 22^ X^^t p' p'' }' cos n ff,. 



, Google 



THSOBII DBt ELtralfe)' VUMBnMi rOUVOB EAPTICL. St 

Fttr die FouktioD }' ist mit Eücksicht aof die Gleichongen 172) and 174) : 

(j') _ — sin/ sin («J, — »! — «?), 
und wenn wir nach Potenzen von G entwickeln und nne der Relation 166a) er- 



181) (a") = — 8in/sin(ir,— t),) — ^i)8in>'8m(w,+v — B,)+fH]sin/sm.(to,-v-D,) 

+ f/" sin/ sin (v, — b,) — ij! smf sin (2«), — v, — tj,). 

Mit Benatzang dieser Relation and der folgenden: 

i = smjamo + S, 

sowie der Elitwicklangen 167) and 169) ei'hält man den folgenden Änsd^ck ftir Z, 
wenn man wieder die Fnnktion 3' ^ Seite lässt: 

82) Z = SC^,'.', 8in> sin (nw + o) + EClJ.Vi'* ü aini Bin (nw + 1?) - E«(i d!,'.', Kainj cos (« w + U) 
+ S(^7,?, einj 8in(M«? — D) +SC;;:',"i'°Äsin^' 8in(«M; — 0) — Ewp C!^":;J.',Ä'8inj eo8(nw — B) 

+ SC;^%", sin/ sin(Mi»— DJ +I1C^^',-» Jisin/ sin (tue— U J — £»fi C^J.', Z" süy' cos (nw-0,) 

+ SC^i^3co8tiw 

+ 2Ci'I?<i-.^»?8in> 8ia(nw + t) + v) +SC!lt?,^.,i)'5'°i Bin{«w + n+v,) 

+ '^'^*'-».i*1 sinj ein (mw + b — v) +i'Cvifl»-i V 8™J ^in (nw+O — v,) 

+ SCv"o.i«^sin^'ßin{ww — to + v) +2t^';;".o.ii)'fflöj Bin(ji«— B+v,) 

+ ECi';;^i^,^i)8injsin(tiw— B — v) + SC^^,.,., ij' sin j 8in(w«i — B— v,) 

+ SC!^,.,.,ij8in/sin(fi«'+B,+v) +SC;^,',.,., V8in/sm(n«i4-B,+v,) 

+ SC^,'.',.n, liHÜv' sin (mmj+B, — v) + SC^,*"^., ij' sin/ sin (nw+ B, — v,) 

+ SCiT^n^tj8in/sin(«w — B,+v) +EC;';^*,.„.,t)'8in/8in(Btö— B,+v,) 

+ 2C^',.i-.»JS">/8in(«w-B,— t) +S6'^":^,.o.,Vßi»i's">(nw— D,— vJ. 

Bei den 0-Coe£Bcienten bezieht sich derjenige von den beiden oberen Indices, 
welcher mit einem Vorzeichen versehen ist, aaf die Faktoren der Crröeeen B, B,, 
V oder V,; von den beiden anderen oberen Indices giebt der eretere die Potenz 
von iJ, der zweite die von Q. Von den nnteren Indices giebt der erste den 
Faktor- von w, der zweite die Potenz von sinj', der dritte die von aiaj', der 
vieirte die von i; und der fünfte die von tj'; die beiden letzteren sind fortgcM 
lassen, wenn sie beide sogleich Kall sind. 

Für diese C-Coeffidenten ergeben sich die folgenden Werte : 

AUdlgn. d. K. SM. d. WIh. n OUtiUfM, Mllh^phja. BL M. F. Band I, i. U 
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C'.'. — -r..o.« <v.° - 

CS.'. = X-"" <GA - 



or...... }r..i..+»cr.*. 


OS'., 


.-i^i. 


c:a.,..- iT.,.-vr^. 


OKI, 


.-43r. 


o';3.W. — lir»ij+n(.r..„| 


er,"« 


.= 


«„..= - lii..i.o-»cy..oj)l 


CKi.. 


.- 



0^.^= iF,^i.o.i-(>i+i)r^i.o.. oj?.«- jir,.„-r,« 

or,"«.. = jr-iAi+c»-!) r.-..o.o er.-, - iyu,.,-r,^.o 

cS'i,.,= -liJH.i...i-(»+i)i'rt-i.«..l or.'i...,= 

«...., = - ( jr— ....+(»-1) r,^i....| csi,., = 



CIÄ.,,.™ 1Z,+i.i.o+«(>Xh-i.ox> 
CK,....- -|lX,-i.i.o+»(iX.-i.o.o| 



G'~,.,..- lXH-i.«.i,-(»+l)^5rt*.«.« 
CS.'.*.- »X..o.i+(»-l)X..»., 
eis.«- -|i2....,-(«+l)Z,.o..| 

«?..„=- -ll2.-.*.+(»-i)X-iA.I CS,.».» 0, es;,.,.. - -jx,„ 



c~,. 


..-ix.i.. 


es;.. 


.,- 12uj> 


CSi. 


..-0 


es,. 


.= 


e;?.. 


..- iZ«..-Zi 


er;.'.. 


.,= JX,...,-i,j, 


er;.. 


.- 


es.*.= o, es;„., - 


K',t 


- r..,.o 


e;v.'.' 


- 


cti'.l 


- Xi.i.. 


c:'..v 


= 



cru* = -X.-1.1.« 

(ZU — 2 ?..«.€ c;i. = y,.,.o. 

10. Die Anzahl der GHieder , welche in den vorstehenden Entwicldiuigen 
der Fimktionen Q, P nnd Z vorkommen, iat sehr gross; ich habe aber sach 
diese Ausdrücke mit aller vünschenswerten Vollständigkeit gegeben. Uan wird 
in jedem einzelnen Falle nor eine verhältnismässig sehr geringe Zahl von diesen 
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61iedem sn berUcksicIitigen haben; da aber in veracliiedeneii Fällen anch ver- 
schiedene Glieder die wichtigsten sind, so habe ich die Ansdräcke hier ToUstäii- 
dig geben müssen ; denn ein älied , daa bei der Berechnong eines gewissen Pla- 
neten sehr klein ist , kann bei Berechnung eines anderen Planeten sehr wesent- 
lich sein. Welche Glieder unter den angeführten die wichtigsten sind, hängt in 
erster Linie von dem Werte der mittleren Bewegang des Planeten ab and in 
zweiter Linie von dem Betrage seiner Exceutricität nnd Keigong. 



Sechstes Kapitel. 

Integration der Differentialgleichungen für die 

Ghyldön'sclien iHHiscoordinaten. — Die ge-wöhnlichen 

^Planeten. 

§1. 

1. Um die Anadröcke für die Gyldön'schen Coordinaten S, p, TT nnd g zn 

finden, welche znr Berechnnng des Ortes des gestörten Planeten mittels der 

Gleichnngen 62), 68) nnd 92) dienen, müssen wir die Gleichnngen 34), 36), 59) 

und 70) int^rireo, welche ich znr grösseren üebersichtlichkeit hier zosammenstelle *) : 

188) ^ = S-2Ji-2iiS+8/i"± 



+|6J!-2S-12ii' + 6BS + |i|0o8t 

-3t|•B+\^3-»B± )ii'oos2y 

± 



1) In Bainen pag. Co erwUmteo HollMafflIn bemerkt Ojld^n pag. XYI, dui in der ron mir 
angewandten Dtferentialgldcliiing fOr p das Qlied feble, iretchea die dort mit*^ beaeichnete Con- 
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186) 0+j = -Cl+S)'«-i+(l+S)'Z 

Kommt das Verhältiiias der mittleren Bewegungen des gestörten und dea 
BtÖrenden Planeten keinem niedrigzaliligen Brache sehr nahe , handelt es sich 
also , wie wir ans aasdrnc^en wollen , mn einen „gewöhnlichen" nnd nicht nin 
einen „charakteristiachen" Planeten, so ist die Herstellnng der Ansdräcke für 
die genannten Ooordinaten eine verhältnissmässig einfache Operation , und ich 
werde die hierzn nötigen Formeln in aller ÄasfUhrlichkeit herleiten, so dass der 
Rechner sich ohne Weiteres derselben bedienen kann. Ich beschränke mich aber 
nicht anf diesen einfachen Fall , sondern ich will das vorgesteckte Problem far 
jeden beliebigen "Wert der mittleren Bewegungen betrachten; jedoclj würde es 
za weit führen nnd der Uebersichtlichkeit sehr schaden, wenn ich im Rahmes 
dieser Abhandlung jeden einzelnen Fall genäherter oder strenger Commeusora- 
bilität erschöpfend darstellen woUte, nnd deswegen werde ich mich daranf be- 
schränken, für die schwierigen Fälle des Systems der kleinen Planeten die Ent- 
wicklnngen soweit anszaföbren, dass der weitere Gang der Rechnung keine ernst- 
lieben Schwierigkeiten mehr bietet. 

Offenbar wird die Form, unter der sich die Integrale der vorstehenden 
Gleichnngen darstellen , im Wesentlichen abhängen von der Form , die wir den 
Funktionen Q, P und Z geben. Diese letzteren aber haben wir in den vorigen 
Kapiteln in trigonometrische Reihen entwickelt nnd die 6yld^'schen Ooordi- 
naten werden wir in der gleichen Form darstellen. 

Wir haben als Grundlage unserer Untersnchongen angenommen, dass die 
im ersten Kapitel (pag. 12) genannten Bedingnngen erfuUt sind, wenigstens für 
einen beschränkten Zeitraum ; dieser Zeitraum wird auch im Falle , dass man 
die Stabilität des Systems nicht voranssetzen wolle und dass es sich um kleine 
Planeten handelt, sicherlich eine Reihe von Jahrtausenden umfassen. Wir haben 
hierfür bis jetzt keinen stichhaltigen Beweis , and wir werden zor Annahme 
dieser Thatsache einstweilen nur durch die Resultate der Beobachtungen und 
durch diejenigen der Berechnungen nach der Methode der speciellen StSrongen 
gefuhrt; denn diese liefern ans für die osculirenden elliptischen Elentente solche 
Werte , welche den genannten Bedingungen entsprechen. Ob die letzteren anch 
während eines unbegrenzten Zeitraums erfüllt bleiben oder nicht, ist eine Frage, 
welche mit derjenigen nach der Stabilität des Systems zusammenfällt nnd welche 
ich hier nicht berühren will. Wir stellen uns demnat^ anch nicht die Aufgabe, 
eine absolute Lösung im Gryld^n'schen Sinne zu erhalten , welche die absolute 
Convergenz aller angewandten Reihenentwicklnngen und Annähernngsverfahren 
erheischen würde; anch die Curve, welche der Planet beschreibt, braucht nicht 



itaDte eDthftIt. Da Oyld^D die folgeDdeo UnterBuchungen leider nicht in Geiicht bekommen htt, 
ao konnte er sich nicht davon äberzengen, daia dies unintreffend i«t, laden ich diee OKad nur in 
tiner uiderea Weiie berßckaichtigt habe. 
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eine periplegmatüche Corve ^) nach G-yldän's Deänition zu sein. Indem wir 
nnsere Aafgabe in dieser Weiae beschränken, können wir die Formeln, nach 
denen die nomerischen Rechnungen ansznfuhren sind , ansserordentlich einfach 
gestalten, ohne daea die Genauigkeit, mit der sich die Coordinaten des gestörten 
Körpers darstellen, eine Einbnsse erlitte. 

2. Unsere Lösung darf also, wie ich schon im ersten Kapitel bemerkt habe^ 
secolare Grlieder enthalten. Tisserand ') hat in dieser Beziehung einige Bemer- 
kungen gemacht aber die elementaren G-lieder, welche ich bei der Berechnnng 
der Bahn des Planeten Hestia geinnden habe; er zeigt, dass die Aasdrücke si<^ 
vereinfachen, wenn man diese Glieder in secalarer Form darstellt: man wird 
selbst in Fällen, wo diese Störungen sehr gross sind , die von den dritten Po- 
tenzen der Zeit abhängigen Glieder (also die Störnngen dritter Ordnnng) ver- 
nachlässigen können. 

Nnn wird man aber, wie ich schon pag. 5 bemerkte, im Allgemeinen die 
Bewegimg des störenden Körpers als elliptisch ansehen, wenn es sich mn genä- 
herte Darstellung der Coordinaten handelt; und anch, wenn man eine schärfere 
Darstellung während eines beschränkton Zeitraums anstrebt, wird man wenigstens 
die secnlaren Störungen, denen der störende Körper unterworfen ist, vernach- 
lässigen können. Wenn man dies aber thut, so nehmen die genannten Glieder, 
in periodischer Form dargestellt, eine so einfache Gestalt an, dass dieser letz- 
teren Form gewiss der Vorzag vor der secularen gebührt. 

Nur wenn es sich am sehr weitgehende üntersuchnngen handelt, und wenn 
man deshalb die vollen Aasdräcke 147) and 171), resp. 153b) nnd 172) in die Be- 
wegung des störenden Körpers einführt, was ich in meiner Arbeit über den 
Planeten Hestia unnötigerweise gethan habe — , nur dann lässt sich an der 
Zweckmässigkeit der periodischen Form gegenüber der secularen zweifeln. Und 
doch möchte ich anch dann die periodische Form vorziehen, aas dem Grunde, 
weil sich dann manche Operation einfacher gestaltet nnd weil aus der periodi- 
schen Form die secolare mit ein paar Federstrichen sich herstellen läast, wäh- 
rend der umgekehrte Process mühsamer ist. Tisserand wendet sich a, a. 0. da- 
gegen, dass man einen solchen Ausdruck in periodischer Form integrire ; indessen 
ist es analytisch ganz gleichbedeutend, ob man ihn in der einen oder der anderen 
Form integrirt ; ist die Intc^ation in periodischer Form nicht gerechtfertigt, 
so ist sie es auch in secalarer nicht. Unter allen Umständen ist aber der Un- 
terschied beider Darstellnngsweisen ein rein formaler. Ich verweise wegen dieser 
Frage noch auf die Untersnchongen im achten Kapitel. 

1} Siehe die pag. 14 cltjrte Abhttndliing Qylätn'e, pag. S ff. 

2) Tüiennd, Tndtä de Uäcauiqae Cäleste. Tome IV. pag. 415. Ich habe anftuig« geglaubt, 
ätua bei den ZablenangabeQ TisieniDd'« hier eio Irrtom TOcgekourneii iei: Tisaerand spricht 
(Zeile 14) TOD dem Glied ia t und (Zelle 1&) von dem Glied in t*; er raeiot aber offenbar mit dam 
erateren das Glied in t* und mit dem letzteren daa in (■ in der Entwicklung Ton ein Ä. Der Um- 
etand, dus Tisserand die resp. Potenien von t nm je eine Binheit niedriger angiebt, hat jedenMls 
BeineD Grand darin, da«« er sie sich als BUtmngen der mittleren Bewegnng deob. 
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3* Während dea Zeitrsoms von 60 oder 100 Jahren, während dessen unsere 
Itechnangen giltig bleiben sollen , sind die eingeführten Bahnelemente a oder n, 
A, X, r, t, 9, wirkliche Constanten. Setzt man aof G-mnd nnserer Formeln die 
Sechnong über die Grenzen des gewählten Zeitranms hinaus fort, so werden 
offenbar die fortgelassenen secnlaren (oder langperiodischen) Glieder beginnen 
merkbar zo werden, nnd die Differenzen zwischen Beobachtung und Rechnung 
werden allmählich wachsen. Es scheint demnach, dass nnsere Resnltate für eine 
Fortsetzung der Rechnung in ein weiteres Jahrhundert nicht mehr anwendbar 
seien, und dass man die Bereclmang der StörnngsgUeder von Neuem dnrchza- 
fuhren habe. Dies ist indessen nicht der Fall, mau wird vielmehr nor den 
erwähnten Bahnelementen nm ein Weniges veränderte Werte beizulegen und die 
bereits erhaltenen Resultate weiter zu verwerten haben. Wenn wir also in 
dieser Weise die Bahnelemente von Jahrhundert zn Jahrhundert yarüren, so 
werden unsere Resnltate für eine längere Reihe von Jahrhunderten die Coordi- 
naten des Planeten mit der gewünschten Genauigkeit darstellen ; unter Um- 
ständen werden allerdings die Werte einzelner Stömngsglieder modificirt werden 
mnssen. Auf eine solche secolare Variation der Constanten zurückzakommen, 
welche einstweilen nur empirisch mit Hilfe der Beobachtungen geschehen kann, 
werde ich im zweiten Teile Gelegenheit nehmen. Die Giltigkeit unseres Ver- 
fahrens würde erst dann aufhören, wenn die pag. 12 genannten Bedingungen 
nicht mehr erfüllt sind, wenn also eine vollständige Umgestaltung der Bahn des 
zn berechnenden Planeten stattgefunden hätte. 

Wenn man sich gestatten will, eine solche Bewegung „beschränkt stabil" zu 
nennen, die während eines beschränkten Zeitranms nicht allzusehr von einer 
gewissen mittleren Kreis- oder elliptischen Bahn abweicht, für die also die Be- 
dingungen pag. 12 erfüllt sind, so sind die Planeten unseres Systems mindestens 
beschränkt stabil j und diese beschränkte Stabilität findet nor dann nicht statt, 
wenn die Bahn sich dem parabolischen oder hyperbolischen Charakter nähert 
oder wenn (bei za grosser Annäherung des gestörten Körpers an einen der stö- 
renden) ein Wechsel des CentralkÖrpers eintritt ; in diesen Fällen werden unsere 
Formeln deswegen unbrauchbar , weil unsere Entwicklung der StSmngsfunktion 
dann unbedingt divergirt. Dagegen wird sich im Folgenden zeigen, dass eine 
beliebige Annäherung der mittleren Bewegungen an irgend ein commensorables 
Verhältniss weder das Aufhören dieser beschränkten Stabilität noch die Un- 
hrauchbarkeit unserer Formeln bedingt. 

4, Unter den Voraussetzungen, welche wir gemacht haben, dürften die Reihen, 
in die wir die Funktionen ß, Q, P und Z entwickelt haben, brauchbar sein, und 
man wird auch zu der Vermntong geführt , dass unsere Differentialgleichungen 
Lösungen in trigonometrischer Form zulassen. Indessen mttssen diese beiden 
Thatsachen noch bewiesen werden ; die letztere lässt sich natorgemäss nicht ohne 
die Voraussetzung der ersteren zeigen, ist sie aber bewiesen, so folgt daraus im 
Allgemeinen auch die Brauchbarkeit der Entwickinngen der StöruDgafonktion. 
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Dass nnn ossere Bifferentialgleiclinngeii Lösnngen rein trigonometmclier Form 
aach in den FlUlen znlaBsen, in denen die mittleren Bewegungen des atSrenden 
ond des gestörten Körpers änaserst nahe oder (wenigstens scheinbar) streng 
conunensorabel za einander sind, erscheint dennoch zunächst zweifelhaft. Ich 
habe in den Astronomischen Nachrichten') in sehr knrzgefasster Form gezeigt, 
dass diese Frage in bejahendem Sinne za beantworten ist, nnd dass man za 
einer solchen Lösnng gefShrt wird , wenn man das von Gyld^n gefundene Ver- 
fahren der partiellen Integration, das im Folgenden aaseinandergesetzt wird, 
mit gewissen Modifikationen durchführt. Gryld^n selbst nahm an, dass diese 
Methode nicht in allen FäUen za befriedigenden Resultaten fahre nnd benutzte, 
ebenso wie die Herren Harzer und Backlund*), andere Metboden; dieselben 
scheinen mir indess wenig übersichtlich und die Entwicklungen werden dort 
schliesslich zum Zwecke der praktischen Rechnang im Wesentlichen anf dieselbe 
Form gebracht, die ich ihnen hier von vornherein gebe. 

6. um die Oleichangen 183) bis 186} zu integriren, ersetzen wir in ihnen 
die Funktionen Q, P und Z durch die im vorigen Kapitel gefundenen Entwick- 
langen nnd erhalten dann Oleiohangen, die ihrer Form nach den Grleichnngen 4) 
ond 5) des ersten Kapitels analog sind; bei ihrer Integration werden wir das 
dort Gresagte in Rücksicht ziehen; indessen sind die G-leichnngen 183) bis 186) 
complicirter als die G-leichnngen des ersten Kapitels ond die letzteren stellen 
nor ihren allgemeinen Typus dar. 

Wie im ersten Kapitel ferner bemerkt wurde, werden wir in ganz allge- 
meiner Weise nnsere Ännäherongen nach den Potenzen der Ezcentricitäten imd 
Neignngen anordnen, aber nicht nach den Potenzen der oscuürenden elliptischen 
Werte dieser Grössen, was einer Anordnung nach den Potenzen der störenden 
Massen gleichkäme, sondern vielmehr nach den Potenzen der Constanten x„ x', 
sint,, sint^. Ich werde die' Grrössen x nnd x' ExcentrtcItItsmodDlQ nnd 
die Grössen sini und sint' NelgangamodDlil nennen; Gyldän nennt sie diaste- 
matische und anastematische Moduln, welche Bezeichnungen hier nicht angängig 
sind, da ich ihnen nicht die Bedeutung absoluter Elemente im Cryldän'schen Sinne 
gebe und da ich mich dem üblichen Sprachgebrauche möglichst anschliessen möchte. 
Ich habe ebenfalls bereits gesagt , dass ich G-Iied Ti-ten C^ntdes ein jedes Glied 
nenne , dass als Faktor die n-te Potenz eines dieser Moduln oder ein äqui- 
valentes Produkt enthält. Wir werden also zuerst die Glieder nullten, dann 
diejenigen ersten Grades u. s. f. berechnen. 

Ich will im Folgenden mit S^ den Teil der Funktion 8 bezeichnen, welcher 
nnUten Grades ist, mit S^ den Teil, welcher ersten Grrades ist, n. s. f.; and in 
derselben Weise zerlege ich auch die übrigen Funktionen, so dass: 



1) No. 8846. Tgl. auch den Schlnss des Siebenten Ekpitelt dieser Abhandlnng. 

2) In Uiren pftg. 6 und 22 citirten iotereaBaaten Abh&ndlangeii. 
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8 = S, + S, + S,f- 

R -= B, + B, + B, + 

W == W,+ W,+W,+ 

1-) f-(f).+(f)-(fl- 

dS. dS, dS, 

""* J., """ J„ "T" j„ + " " 



a. 8, w., 
wobei zu beachten ist, daae z. B, die GröBsen (-j-) nad -j-=- im Allgemeinen 
nicht identisch sind. 

§2. 

Bie Grlieder nullten Grrades. 

1. Wir wollen jetzt die Gleichnng 183) betrachten, indem wir Q durch 
seinen Wert 165) resp. 177) ersetzen. Die Fnnktion j und infolgedessen anch 3 
ist ersten Grades, da sie nach 83) mit sint, mnltiplicirt ist; dagegen enthalten 
die Fonktionen R ond K anch Glieder nnllten Grades, wie sich bald zeigen 
wird. Wenn wir also nnr die Glieder nullten Grades beibehalten, so ist: 

,i- \- oM -r- ™ — -^^.^^ sin«»— Z^A';! , R. sinnw+lÄiu A^.^Ä'.cos nw 

188) t^+"' "" 

— -Z^^t-t.« J^Bin«MJ+ £M^Ji2^>-^ ^.«oenw+^JitV ^.^ ÄJsinftw, 

wo nur die Störongen vierter Ordnong Temachlässigt sind. 

In den Fällen , in denen die Funktionen it, nnd JT, als sehr kleine Grössen 
fmgesehen werden können, kann man die Annähemsgen nach ihren Potenzen an- 
ordnen , ebenso wie es in den älteren Methoden geschieht nnd in der ersten An- 
nähernng setzen: 

189) a/1 I Oll = con8tan8 + Z;^..,.^sin«K'(?i'. 

Indessen .können die ebengenannten Funktionen gross sein im YerhältnisB 
zur störenden Masse nnd es wird sich gleich zeigen, dass dieser Fall eintritt, 
wenn das Verhältniss der mittleren Bewegengen des gestörten nnd des störenden 

Körpers sich einem Bmche von der Form ^ nähert. Man wird in diesen 

'^ «+1 

Fällen zum Teil die Glieder höherer Ordnong bereits in der ersten Annäherung 
beriidisichtigen müssen; sie sind zwar einstweilen unbekannt, ich werde aber im 
nächsten Kapitel zeigen, wie man alsdann verfahren kann. 
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ffier will ich micli zunächst anf die Fälle beschränken, in denen die ge- 
nannten GrSesen sehr klein sind, in denen aUo die Gleichung 189) für die erste 
Annähemng besteht. 

Bas Argument w ist dnrch die Relation 164) 

» = (l-(i^)v~B~fLV 

gegeben , nnd wir kSnnen das Integral in der Gleichung 189) nach einem von 
Gyldöi gefundenen Verfahren partieller Integration ausfahren, indem wir schreiben : 

•' b(1— u,) 1— (*i^ äf> 

190) ^ '' 

von welchen Gleichungen ich die zweite deswegen anfahre, weil wir sie später 
brauchen werden. Die Funktion V enthält keine Glieder nullten Grades ; sie 
ist vielmehr ersten Grades in den Fällen, iu denen R^ beträchtlich ist, und sie 
ist zweiten Grrades in allen Fällen, in denen i2, als Griisse rein erster Ordnung 
angesehen werden kann. Ich muss der Bequemlichkeit halber diese Thateache 
vorwegnehmen ans dem Folgenden, wo sie (pag. 93) bewiesen werden wird. Wenn 
wir die linke Seite der obigen Gleichung nach Potenzen von S^ entwickeln , so 
wird also: 



S, = constansH — T i^' v C08wig-|{3.S;-4^+- 



Die Constante in dieser Gleichung ist überzählig and wir wollten sie nach dem 
vorigen Kapitel so wählen , dass sie eine Grösse rein erster Ordnung ist. Die 
Divisoren » (1 — fi^, welche hier auftreten, kSnnen nor dann sehr klein sein, wenn 
die Constante ^, sehr nahe gleich Eins ist. Diese Constante ist aber sehr nahe 
gleich dem Verhältnisse der mittleren Bewegungen des gestörten und des stö- 
renden Körpers und sie wird ihren grössten Wert erreichen für diejenigen 
kleinen Planeten, welche Jnpiter am nächsten kommen. Für den Planeten Thule, 
welcher von den bis jetzt entdeckten diese Bedingung am nächsten erfüllt, ist 
tl^ etwa gleich {; es ist aber klar, dass die Convergenz onserer Reihen aofhört, 
wenn (^.^ sich allzusehr der Einheit nähert, denn unsere Entwicklung der Stö- 

rungsfonktion beruht ja auf der Bedingung, dass der Quotient —7- merklich kleiner 

als Eins ist, welche dann nicht mehr erfüllt wäre. In diesem Falle läset sich 
auch nicht mehr — abgesehen von vereinzelten SpecialfSllen — von einer pla- 
netarischen Bewegung sprechen, da der Einfloss Jupiters zu sehr überwiegen würde. 
Es folgt aus dem eben Gesagten, dass die Funktion S, für alle kleinen Pla- 
neten als eine Grösse rein erster Ordnung anzusehen ist, und wir können ihr 
Quadrat, mindestens in der ersten Annäherung , vernachlässigen. Man hat also 
für den Fall, dass B, und £, klein sind: 

AbbilgB. d. K. 0«. i. Win. n a«ttti^(«>. Utk^ij*- ^ "- '■ ^*^ 1* ■• ^^ 
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5. enthält aach keine Glieder der Formen A bis i), sondern nar gewStmüche 
Glieder. Setzt man: 

191) S, = ^S..„ cos nw, 
80 ist: 

192) S.^^ = ,f-* , , 

and das constante Glied 5,^, ist zunächst tmbestimmt ; es ist der Teil der 
pag. 67 mit a, bezeichneten Constante , der nullten Grades ist , und kann erst 

später bestimmt werden zugleich mit den constanten Teilen von it, and (-^) - 

3. "Wir wollen nan die Gleichung 184) betrachten ; wenn wir nar die Glieder 
nullten Grades schreiben, so ist 

193) ^+B - -(H-S.)'e.(^]+2S;+S:-(1 + S,)-P., 

and im Falle, dass R, nnd K, klein genog sind, hat man in der ersten Atmäbentsg 

194) ^r + Ä = 25.-^, = 22;S'.^.,cosftMJ~i;B „ooanw, 
nnd wenn wir setzen: 

19B) 4x- + ^ = 276.„co8nw, 

/ g^t ..t.0 t 

so wird: 

Die Gleichung 195) ist von der Form der Gleichang: 

187) ^+z = r, 

av 
deren Integral das folgende ist: 

198) X = 3, ein»— 3, cos e, 
wenn man nämlioh setzt: 

199) -^ = ycosf, ^ = Fsin», 

so dass man also nur die Integrationen 199) auszuführen hat. 
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Wir ersetzen aUo die Gleidumgen 196) darcli die folgenden : 

800) i^ = g^Bia.v—g,coBV 

■^ -= t2?*..,.,C08(nw+t))+J£6^.,C08(«w-w) 
200») 

-^ = 427&„^ain(nw+«)-i^A^^8in(nw-p). 

Den Integralen der beiden letzten G-Ieiclinngen Togen wir keine ibitegrationscon- 
Btanten hinzn, da wir dieselben in die Fanktion ((/) aofgenommen haben. 
Da nun 

J *■ •' M(l-f»,) + l ^ '^n(l-/tO±U dv ^ 

/8än{«w±v)dtJ = 7i rxTC08("«'+p)H — 7i — ^nrr / j-ain(»w±p)(i(j, 

und da die Fanktion V keine Grlieder nnUten Grades enthält, so findet man: 

». = -♦^ „(i-;;')+ T''°''""'+'''+*^ .(i-ft)-i «"(""-'')■ 

and wenn man diese Werte in 200) einfäliTt und 
208) B, = ZB,^„cmmc 

Beizt, so kommt: 

1 1 i. 



204) B..,.. — j 



«(i-c,)+i »a-(.,)-i 



- l-«'(l-c,)' 

Ffir den constanten Teil Ton i2, liat man offenbar: 

a04a) S...,. _ 2S„.,-JS..,., 

Die DiviBoren, weiche in den Relationen 204) auftreten, sind die folgenden: 

»(l-ft)+l, »(l-rt-l, l-o-(l-(iO'. 

.Der erste von ihnen kann niemals klein sein, wohl aber die beiden anderen, nnd 
2war dann, wenn die OrSsae n(l— fij) eich der Einheit nähert. Dies ist aber 
der Fall: 
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la. WeuD ft, sich dem Bmche ^ nähert , and wenn n i^ 8 

n>- „1*11,, » I »-» „K — 3 

Ic> „ H, „ „ „ I B-'in ii*> = ^ 

Dies sind die FfiUe, in denen die Funktion R^ , and folgUoh aa<^ £, , gross ist 
im Vergleich zor störenden Masse; der erste Fall ist der der Planeten vom 
Hecnbatypus, deren mittlere Bewegung nahe gleich 600" ist, der zweite ist der 
der Planeten vom Hildatypoff, deren mittlere Bewegung nahe gleich 460" ist, 
and der dritte Fall findet heim Planeten Thole statt, dessen mittlere Bewegung 
nahe gleich 400" ist, nnd der übrigens anch deswegen erhebliche Schwierigkeiten 
bietet, weil er Jupiter sehr nahe kommt, infolge woyon die Glieder in der Ent- 
wicklang der StÖrangsfonktien nach den Potenzen von — r reap. —7- nor langsam 

fallen. Man wird bemerken , dass in jedem dieser Fälle nor ein einziges Glied 
in R, besonders gross wird nnd dass dieses yon der Form D ist. Ich will diese 
Planeten die ekarabterUtiscIien Planeten der ersten Eluse nennen; man wird 
bei ihrer Berechniing bereits in der ersten ÄnnShemng die zweiten Potenzen 
der Japitersmasse berücksichtigen müssen, and die Gleichungen 189) and 194) 
werden hier nicht mehr streng genog sein. Ich werde diese Fälle im nächsten 
Kapitel behandeln, nnd mich hier aof diejenigen beschränken, in denen R^ 
klein ist. 

3. Die Gleichung 186) endlich giebt nna für die Glieder nullten Grades, 
wenn wir bedenken, dass nach 60) resp. 61) die Fnnktion S ersten Grades ist: 



206) ^ = S,-2B.-2S,B, + 8Ji;± , 

also ftir die erste Annäherung: 

206) -^ = S.-2B. = iS....,-3Ä..,..tcosfi». 

Wir fuhren die Integration nach der zweiten Relation 190) aus , und erinnern 
ans wieder , dass die Funktion V mindestens vom ersten Ghrade ist. Wenn wir 
dann setzen : 

207) TT, = W,.,.,v+£W,^,,8innw, 
so wird: 

^ _ 'S.....-2Ji. .,, 

208) ■"" «(!-**.) 

K^.. = S..,.,-2B,.,, = 2ß„.,-3S„,. 
Der Divisor n(l— ^,) kann niemals klein werden. W^ enthält also ausser ge- 
wöhnlichen Gliedern nur bei den charakteristischen Planeten der ersten Klasse 
eines von der Form D, das durch B, hier eingeführt wird. 
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Endlich hat man nach der Relation 156) 

U = (tW~W'-B+E'. 

Bie FonktioneQ H nnd H' sind zweiten Grades and die Funktion W ist mit 
der Satnmsmasse mnltiplicirt (vergl. pag. 64); wir vemachlSssigen hier dleae 
Grössen nnd haben: 
209) 0, = (ilT,. 

Aas dem Vorhergehenden ergiebt sich, dass die Fonktionen S^, R^, W^ nnd 
U, nur die Ärgameute nw enthalten, und da die Grösse »(1— ^J, welche der 
Faktor von v in diesen Ärgamenten ist, niemals klein sein kann, so schliesst 
man, daas unter den Gliedern nullten Grades sich keine befinden, welche von 
langer Periode, d. L von einer der Formen A oder C sind , aach nicht, wenn es 
sich um einen charakteristischen Planeten handelt. In allen FSIlen wird darum 
die Funktion V, welche (ausser secolaren Gliedern zweiten Grades) nnr Glieder 
dieser beidenFormen enthält, mindestens vom ersten Crrade sein. Es ist also'): 

F, = 0, ^, = p. per. TT,. 

Kachdem man die Coefficienten S.^., , S,^^ und W,^^ nach den Formeln 
192), 204) und 208) in der ersten Annäherung berechnet hat, macht nuui die 
zweite Annaherong, indem man die eo erhaltenen Werte in die Glieder zweiter 
Ordnong der Gleichungen 188), 193) nnd 205) einsetzt; die Relationen 191), 203) 
and 207) sehen wir als streng an; es handelt sich nor darum die Coe^cienten 
S^^, S^^ nnd T^.,., durch die angegebenen snccessiven Annähenmgen genaaer 
za bestimmen. Diese Annähernngen führen Sosserst schnell zam Ziel, nnd in 
fiast ollen Fällen kann man sich mit der ersten Annäherang begnügen, d. h. die 
Glieder rein zweiter Ordnung vernachlässigen. 

4. Die numerische Berechnung der Funktionen 5,, B^ nnd T^ könnte nach 
dem Vorigen ohne Schwierigkeiten vor sich gehen , wenn von vornherein die 
Werte der beiden Constanten a nnd ft, bekannt wären, deren erste bei der Ent- 
wicklung der Störungsfunktion auftritt, wo sie zur Berechnung der Coefficienten 
.4,^., , 5..,., u. s. w. dient , und deren zweite in den Divisoren vorkommt. Die- 
selben kennt man aber zunächst nicht und man wird also zu Anfang der fiech- 
nung gewisse Werte für sie anzunehmen haben, mit denen man die Rechnung 
ausführt. Spater bestimmt man ihre genaueren Werte durch Yergleichang der 
Rechnung mit den Beobachtungen nnd müsste dann die Rechnung mit den letz- 
teren wiederholen, oder doch den berechneten Coefficienten entsprechende Cor- 
rectionen hinzufügen. Zwischen den beiden genannten Grössen hat man aber 
die folgenden Relationen , wenn man die Masse des gestörten Körpers ver- 
nachlässigt: 

1) ,p. per." gBbr&ache ich üb Abk&rsODg fQr .pus periodica". 
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210) 


m' = 






fl = 


« ' 


"Wir aetzen noch 


210a) 






nnd 






211) 
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« = ^, M'= i'(l + w'), M=l' 

H* = a*(l+m'), fi, = (*(l+c,+ y). 

n , »' 

= T— r— aleo tt, = — , 



1 + p. const. ff 1 + i, ' 

wo man a, als den Mittelwert des KadioBTektor bezeichnen kann. 

Bei den Planeten , deren mittlere Bewegung nicht äusserst nahe conunensn- 
rabel mit derjenigen Jnpitera ist (d. h. bei allen Planeten mit Ausnahme der 
kritischen) ist }* = 0; nnd für c, war pag. 93 mit alleiniger Berncksichtigang 
der GHieder nnllter Ordnung der folgende Wert gefanden worden: 

c. = W,.,., = 22?„,-3S...... 

Man sieht nnn in der Regel a (resp. n) als Integrationsconatante an und dann 
ist a, eine äberzählige Constante, über die wir verfügen können. Man kann sie 
snf verschiedene Weisen bestimmen: 
L Man kann 

o. - 



W... - JB., 



setzen; dann wird 






s.« - 0, 


B. 


«. = -^*M. 


n. Man kann setzen 




t, = 0. 


Dann wird 






...... - iB,... 




"^ - 0, 


a, — a. 






HI. Man kann setzen 




». = 0. 


Dann wird 






s.., =- |B„. 




■R.« = iB^, 


"■ = TT7 




c. = c(i+rt 
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IV. Man kann endlich o, als Integrationsconstante (an Stelle von a) an- 
sehen und kann dann über a reep. n (innerhalb gewisser enger G-renzen) ver- 
fügen. Hierbei wird man also o, als onbestimmte GhrÖsBe in den Formeln bei- 
zabehalten haben nud es später ans den Beobachtongen bestimmen. Hat man 
es bestimmt, so sind anch die Grössen^ fr, nnd c„ bekannt. Findet man nnn ans 
den BeobachttmgeD o, als eine Grösse rein erster Ordnnng, so kann man den 
anfönglich gewählten Wert von a beibehalten, nnd braucht die Entwicklnng der 
Störongsfonktion nicht za wiederholen resp. die CoeMcienten .^..g.,, B,.^^ etc. 
nicht zu verbessern, was häufig von bedentendem Torteil ist. Zeigt sich in- 
dessen, dass a, grösser ansfallt , so mnss es durch neue Wahl von a and » ver- 
kleinert werden, wozu ansser den vorstehenden die Relationen 210c) resp. 211) 
dienen, wobei man o^ oder », anverändert lassen kann. 

Wir wollen für nnaere Untersnchnngen den dritten Fall wählen, also c, = 
Sätzen; dann sind nämlich for alle nicht kritischen Planeten die folgenden Glei- 
chongen erfiiLLt 

„ „ .\^ 

212) "' ~ "' "' ~ "* 

^ = /», ^;= «•(i+m'). 

Diese Wahl ist für nns deswegen von Vorteil, well wir Tafeln berechnen wollen, 
welche die Coefficienten der StÖrnngsglieder geben. Diese Tafeln enthalten 
streng genommen die beiden Argumente a und ^, (resp. a und nj ; dnrch die 
letztangeföhrten ßelationen werden sie aber in einfacher Weise anf eines re- 
dneirt. Für die kritischen Planeten lässt sich diese Redaktion nicht aasführen, 
f&r sie würde man stets mit zwei Argomenteu za operiren haben. Doch fassen 
wir bei der Aufstellung der Tafeln die kritischen Planeten aus leicht fasslichen 
Gründen zunächst nicht ins Auge. Für sie ist mit Annahme des dritten der 
oben genannten Fälle 



212a) 



= «'(H-r)'(i+«')- 



Die Glieder ersten G^rades. 
1. Bei der Berechnung der Glieder ersten Grades, wollen wir, wie im Vo- 
rigen, zunächst die charakteristischen Planeten der ersten Klasse bei Seite 
lassen, so dass alle Funktionen nullten Grades (8,, B, u. s. w.) als rein erster 
Ordnung anzusehen sind. Ich will aber noch eine weitere Einschränkung machen, 
indem wir voraussetzen wollen, dass auch die Funktionen ersten Grades S^, it,, 
ir„ Ut nnd 3, nicht erheblich grösser sind als die störende Masse ; ich sohliesse 
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damit noch eine zweit« Klasse voo charakteristischen Planeten ans, die ich 
gleich naher bezeichnen wilL 

Nach diesen Toraossetzangen können wir in der ersten AnnSherang die 
Glieder zweiter Ordnung bei Seite lassen ond die Gleichung 183) wie folgt 
schreiben, wenn wir nnr die Glieder ersten Grades nehmen: 

213) ^ = -Q^ = -2;Aitj:,ij8in(nw+v)-£4:ri.Vsin(«w + v^ 

Wir haben also die Quadraturen 

/)jBin(ntö±v)di; ond Ji)'sin(n«j± vjdr 

aoszof&hren. Gyld^n hat gezeigt, wie man dieselben partiell aosföhren kann, 
indem nian zuvörderst i], 77^, rj', il^ als constaut ansieht ; ich will ein nur wenig 
verändertes Verfahren anwenden, indem ich die folgenden Formeln benatze: 

y*)Bin(BW± v)dt) = ■^coaIlfBia{nw±v)dv^rj8mnfcoa(nw±v)dv 

oder 

ftläji{nio±v)dv -= »ico8iyBin(»w ± v)dv ^ i^sinJT/coB («w ±v)du 

-i3^//sin(«»±.)<^±^5^//cos(H«±.)*- 

814) +^:^///sin(»«±.)dt^:F^:^///cos(^ 

± 

ftl' sin {ntc ± v,) d» *= ij' cos üjam (nw ± t>) (Jv ^ i]' sin JT,_/co8 (nto ± ») dv 

difeßsU.rr. , . ^ ■, ..dn'amH. rr , . mj 
*-^ — Jjy8m(»tti±w)d»'±— *-- — yjooa(B«±»)Ä<i' 

± , 

zu welchen Kelationen ich die entsprechenden; 

Ji)COB(ii«±T)d« — 1) cos il/cos(n«>±t>)d«±i) sin n/sin («to±i>)(io 

dijcosilcf / j- \ j. dnsinilff. , . . , , 
!^__/yco8C»lw±i')dt>q:— i^jj— Jj8m(nw±tJ)<to' 

± 

yi7'coa(nH>±T,)dt> ^ i/coBi7,ycos(fiw±v)dt)±i]'Bini7,ysin(H«7± v)dt' 

T 

hinzofilge, da wir sie später brauchen werden. 
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Die Funktionen n . 77 and «' . 11, werden ntin bei ieder Differentiation 
'ein ' Hin ' •• 

mit einer der kleinen GJrössen ?, mnltiplicirt ; das angewandte Integrationsver- 

fahren flihrt also änsserst schnell zom Ziele, wenn nicht die betreffenden Glieder 

durch die AoflfHhmng der Ifttegrationen / . {nw±v)dv erheblich vergröasert 

werden ; dies ist aber nar der Fall i^ die charakteristischen Planeten der ersten 
Elasse, und auch bei diesen ist die Abnahm« der Glieder noch stark genug; in 
den Fällen, die wir jetzt behandeln, brancht man wohl stets nor die erste Zeile 
in den vorstehenden Relationen za berQcksichtigen. 

Wir erinnern uns der Relationen 201} und schreiben also in der ersten An- 
näherang, da V mindestens ersten Grades ist: 



gl4a) 



/ijsin(nip± v)dp = - 
yij'Btn(MW±Ti)rfr = - 



«a-^)±i 



i)cos(Mie±v) 



1 



"(l-ft) 



j:Y ij' cos {hw ± vj. 



Wenn vir setzen 

215) S, =« 2'S;*;?,T)cos(»iw+v) 

+ - iSlTüi. *) OS (tiio — v) 
so vird aUo : 



SiS, -= 



+^'S;*'il'»08Cni«+T,) 
+ ^C",l'«s(>iio-v,), 



A":'l 



216a) 



»(l-^) + l ' 

Ä'-\\ 
»(l-ft)-l ' 



■ »(l-cj+l 

'»(1-cJ-r 



Uan ersieht, dass die Fonktion 8^ dieselben Divisoren eoithält wie ü,, also anch 
in denselben Fällen beträchtlich wird , d. h, bei den clmrakteristisdien Planeten 
der ersten Klasse and zwar wird sie bei diesen Planeten Glieder der Form C 
enthalten. 



3. Wir gehen jetzt zar Gleichung 184) für f/ über and schreiben mit Ver- 
nachlässigang der Glieder zweiter Ordnnng: 



216) 






i(£)a 



da aber mit Vemachlässigong von Gliedern rein erster Ordnung: 

d((») 

dv ' ' 

so wird, wenn wir für Q„ <$, and f, ihre oben gefundenen Werte einsetzen: 

IbUlm. d. K. Om. d. Wim. n OMUngtL Mktk-phji. Kl. N. F. Bud I, *. 18 
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+ -''i"i'i) V COS {nio~v) + Sb^l\ n' cos (nw — v,) , 
wo 

Jetzt haben wir die Funktion p in ihre beiden Teile (9) and R zu zerlegen, 
da nach nnserer Definition (p) alle GMieder der Form B : 

coaßl-ffjf-rj 
enthalten soll. Wenn wir nns erinnern , dass 

nw±v = «(l-^,)ti-nB-«f»F±{e-J7) 
«w±v,=- n(l-(tj«-n5-n(i7±(»-i7,), 

so sehen wir, daae diese Argomente von der erwähnten Form sind, wenn n = 0, 
ganz unabhängig von dem Werte von fi, ; diese Glieder werden also f^ alle 
Planeten die gleichen sein. Da nach dem vorigen Kapitel Ä^", = und fijTo" ^ 0, 
so haben wir die beiden folgenden Gleichungen: 

218) -d^-^^ = ^CWö>8(bw+v) +|;6i-:;'iV«>s{MW+vJ 



V 2*r'.e >J COS («w— v) + Jl'*!"!».'! 1' cos (f»W— vj 



219) ^+(*> = *'^,'ii)Cosv+C." VwsT,. 

Wir wollen zuerst die Gleichung 318) integriren, indem vrir uns der Be- 
ziehungen 197) bis 199) erinnern. Demnach setzen wir : 

220) M^ =a j,sini;— 9,008» 

220a) -^ — i2*it." t'Jcos(nw+v+»)+»)cos{flw + v— »)} 

+ äS''i~^Uco8(Mto— v+c)+i)cos(«w— V— »)| 
+ iS^ito" ( *)'co8 (nw+v,+»)+ii'co8 (nw+v,— t))i 
+iS*l.Ti!,IVw8(«w— v,+tj)+Voos(»MJ— V,— «)j 
-^ = iS''l.*".)»I8ui{"«'+v +")->) ™(nw+v~i')| 
+JS*lTi'-eU sin{nK'— V +«) — ij ain(niii— v — »)} 
+}S*l^o-'i I V^in (""'+ '^1+")— ij' siö (MW + V,— «) i 
+iS^i"o"lV8in(n«'— v,+r)— ysinC«»— V,— 1>)}. 
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TTm die letzteren G-leicliaiigen zn integriren, verfiahre ich anf dieselbe Weifle 
wie oben zur Herstellnng der Delationen 214), 190) and 201). Hau erhält dann 
die folgenden Formeln: 

ft)aia[nte±{v+v)]dv = ijco8n/8in(nio±2p)dwq: ijsin ff/cos (»iw ± 2tj)diJ 

-^^ff^(n«±2v)dv*±^^^ffcosinu>±2v)dv' 

± 

Jijßin[n«)±(v— p)]dw = ijcosnfBianwdv^-^BianjcoBnwdv 
221) *—j JjBmnwdv ±- ' -JJcoBnwdi^ 

+ 

ftlcos[mB±(v+v)]dv = tiOOBllfcQB{nw±2v)dv±iiBmnf8m(nw±2v)äv 

^^ — ffcoB (n%e ± 2v)dv* ^ — - j - - j [/6in(»w ± 2i;)(ii)' 

± 

fi)COB[tne±{v—v)]dv ^ ijcos nfcos nuidv±ri Bin njBianwdv 

dv 008 /7 /•/■ , , ditsmll rr . , - 
^ j JJ ooB n«j dr* + — '—; JJsianw dif 

± 

Für die Integrale /i}'sin[nto±(v,+f)]<ff Q. s. w. findet maji ganz analoge Ans- 
drücke, man hat nnr nf dorch ij' and tl durch 17, zn ersetzen. 
Weiter ist: 

/sin , 1 cos u CdVaia , 

nwdv =q=-7i V ■ ««g+ H / j- nwdtJ 

cos ^n(l~^,)Bm 1 — ^,y at» cos 

822)/«ii(««,±2.)i. „(l-yJ±2 °°°'""'-^'''"^ n(l-T.)±2/ ^'"'''"'^^''''° 

Die DiTiaoren, weldie in diesen Aasdrücken anftreten, sind : 

«(l-ri, «(l-rt+2. »(l-^)-2. 

Da tt sieht den Wert Null amununt , Bo ist der letztere der einzige , welcher 
sehr klein sein kann; er wird es in den folgenden Fallen sein: 

la. Wenn fi, sich dem Bmche ^ nähert, und wenn ti =: 4 
Ib. . c, . . . 1 » . . . n — 6 

le. • C. , • . } . , . , n - 8. 
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Daa sind aber wieder die Fälle der charakteristischen Planeten der ersten Elasse. 
Der genannte Divisor wird aber aach in den folgenden Fällen klein sein: 

Da. Wenn ft^ sich dem Bruche ^ n^ert, nnd wenn n ^ 3 
Hb. . ft . . . * . , . . » - 6 



Ich will die Planeten, für welche eine der Bedingimgen n. erfüllt ist, ckarak- 
terlstUohe Plnneten der zweiten Klasse nennen. Handelt es sich nm einen der 
letzteren, so sind die Funktionen S,, S,, R^ nnd W^ rein erster Ordnung , wäh- 
rend in S Glieder vom zweiten Grade ab , nnd in B xvaä W vom ersten 
Grade ab beträchtlich sind. Die Funktion B, enthält bei den charakteristischen 
Planeten der zweiten Klasse ausser gewöhnlichen Gliedern nur solche der Form 
D, bei denen der ersten Klasse jedoch auch solche der Form C, die dnroh 8 ein- 
geführt werden. Wir wollen gegenwärtig auch die charakteristischen Planeten 
der zweiten Klasse bei Seite lassen. Dann werden die Ausdrücke 221) äosserst 
stark abnehmen , nnd wir können , wenn wir nicht einen sehr hohen Grad von 
Genauigkeit anstreben, die Glieder vernachlässigen, welche die Ableitungen der 
Grössen ij cos JT, i; sin /7 n. s. w. enthalten. Man erhält : 






± iS.*;, 



« inu> — v+v) fl (rtw— V— r)i 



«(1-^.) „(l_p_)_2 



»(l-ft)+2 ^ «(l-c) 



und w«in wir setzen: 



,M (»w— V, +p) n (nvB — V, — w) 



«(1-p.) «(l-^J-2 



+ 51''C'.o»I«>b(*W-') +^Bti;iW''OB(ltW— V,), 
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f 1 11 ••<'" 



M (1 - f.,) « (l - (*,) -2 j "■'- 1 - [» (1 - ft) - 1)'" 



R:t 



61-.'.', 
l-[n(l-^)-l]'' 



3. Jetzt woUen wir die Gleichung 219) integriren. Hierbei können wir die 
Relationen 221) nicht anwenden, wenn wir das Anftreten eecolarer Glieder ver- 
meiden wollen. Gyld^n hat gezeigt, wie man das Integral dieser Q-leichnng in 
rein periodischer Form erhalten kann, indem man die elementaren Glieder an 
Stelle der seonlaren einfahrt, nnd zwar lässt sich die Integration sehr einfach 
aasfnhren; da wir (p) anter der Form: 

(p) ^ tj cos V = X cos (r — (d) + Z'x. cos [v — ojj 

darstellen wollen, so difFerenziren wir diesen Ansdrnck zweimal nnd finden 



^•{p) 



■ (1 — e)' X cos (v-m)+2:(l — ffj'«, 008 (v — oj. 



Nach den Belationen 164) ist aber: 

»l'cosv, = Vosi7,cosv + ii'8ini7,8inB = Ä^ cos (» — » J. 

Setzt man die vorstehenden Werte in die Gleichung 319) ein, so erhalt man znr 
Bestimmong der Coefficienten x. folgende Gleichnng : 

(2e-s^iiO(>8(r-a))+E{aff.-i;XMs(v-«J™6^,':;xco8(i)-»)+S:[Äj!*,«.^^^X(<»8(^ 
woraos man schliesst: 

225) * » s / 

(2s. - sl) ». = K". «. + *?". K- 

Wir bestimmen deamach die GrCsBe g ans der Gleichong: 

225a) 2s- s* — ¥*]'„, 

womit X and T in der That die beiden Integrationaconstanten werden. FOr die 
X, hat man folgende Werte: 



2s.- ?: - b'*i:. 2 (s.~s)-is:-s') 
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Die Differenz «»"S ^^ ^üi^ Grösse rein erster Ordnnng; die CoeiBcienten x, 
sind also nollter Ordnnng , d. h. elementar. Die Cons tante g kommt trnter den 
e, nicht Tor , and darom wird anch die Differenz g, — $ im Allgemeinen nicht 
gleich Nnll sein. Es scheint indessen, dass in Ansnahmej^en die eine oder die 
andere der Constanten ?, ihrem Werte nach so nahe s kommen könne, dass 
daraus ausserordentlich grosse Werte der entsprechenden x, resoltiren. Ueber 
diese Fälle za sprechen, werde ich im achten Kapitel Gelegenheit nehmen, ebenso 
wie Ton der Darstellnng der elementaren G-Ueder in secolarer Form. 



4. Für die Funktion W haben wir endlich : 

■^ = fir__2R, + (6B,-2S,)i)Coav-^, 
nnd wenn wir die für S and S gefundenen Werte einsetzen, so ist : 
227) -^ = ^'It;!,v<:oB(nu+v) +S^*.Vco8(n« + vJ 

dS, 



227a) rj;V, = Sir,?.-2B1*'.', + 3JI^^-S^ 

^^" = sir;.'.-2ic;!. 

Die Gleichung 2^7) integriren wir gerade wie die Gleichung 213), indem wir, 
wie 214a), schreiben: 

r 1 

/i)COB(ww±v)(iv = „n_„)±i T;ain(wtc±T) 

/Vcos(«w±Tjd« = — Tj— — r-Tpj-ij'sin(n«'±v,). 
Wenn wir also setzen: 
228) TT, = S'*'i,t.'.Ußin(rtw+T) +2^1"'iV8iö(MW + v.) 

+ S^l^U8"»(»iw-v) +S^;^V8in(«w-Tj 

so wird: 
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w<+» = i--'" 11^+" ^ . ■'^'^t 



n(l-^.)+l' "— «{l-^)+l 

■•'■' n (1 -fi,) - 1 ' •^■' «(1 -^,)- 1 ' 

Die Funktion S, endlich findet man mit Hilfe der Relation 60). Wenn man 
dort QOT die G-lieder ersten Grrades berücksichtigt ond diejenigen rein zweiter 
Ordnnng fortläeet, so wird: 



_, „ dwcosil ,-,(i«fliniT . 

S. = 2-L--»os,+2-L^8mi,. 



Der nomerische Betrag derselben ist so klein, daes man sie wohl stets bei Seite 
lassen kann. 

Für die Funktion U ergiebt sich dann 

229) Ü, = /»TV,, 

ond da unter den Grliedem ersten Grades in W bei den allgemeinen Planeten 
nor gewöhnliche Grlieder sich belinden, so ist auch: 
229a) K, = W„ V, = 0. 

6. Wir wollen nnn die Qleichong 186) mit bezog aof die Glieder ersten 
Grades integriren. Wenn wir wieder von den charakteristischen Planeten ab- 
sehen, so ist in der ersten Ännähernng zo setzen, da ) ersten Grades ist: 

m S-+« = -«-^+^.. 

ond da mit Yemachlässigong der G-lieder rein erster Ordnung: 

d(i) . . 

—^ = sin; cos tJ, 

80 wird, wenn wir für Q, und ^, ihre Werte einsetzen: 

281) d^+i = ^c'*l>^BmJ8ia(m} + ») +2«^." 8Ü»/8iii(nH>+t?,) 

+ S*=^"o ßinj sin («w— d) + S'^i'^'.'i sini' sin (»w — t,) , 
wo: 

Die Gleichnng 231) integriren wir dann gerade wie die Gleichung 216) für 
ff. Die in 231) vorkommenden Argnmente werden auch hier elementEir fiir » — ■ 0. 
Wir zerl^^ also, da cÖT," ond e''^, gleich NoU sind, diese Gleichungen in die 
beiden folgenden: 
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232) $r + S = S<^!;!"".ß">>Bm(iiw + D) +'^c';^^.,Bin}' Bm{tite+lo,) 

+ ^ <Ci^.» BiDJ 8m{KW — D) +2 cl~^', Binf Bin («w — ü,) 
333) ^+(*)= C^sini»™*' +cl^.8iiw'8Ü»D,. 

Weim wir 232) in der Form: 
232a) ^+8 = r 

sdireibeiL , so wird wieder ') : 

234) 5 = ^,Bin«-ff,co8P, 

wo za setzen ist : 

-#!- = rco.r, ■$«- = YBmv. 

Man hat also zu nehmen: 

831.) * - ±iS«'.j»W^,(««'+»+»)±»i»^™'"«'+''-''i 

"AT; 

± i5:<S.jsm/™ («»+»,+•)* »in/™ («»+0 -!i)j 

^ iS'^iTi'iUin/ (n»— tj,+t))±Biiij' (nw— »,—!;)[■ 

In Analogie mit den Gleicbnngen 221) haben wir aber: 
y8in^'sin[itw±(t]+tr)]dtT^ sinyeo8tf/siu(ntp±2v)dv:f;8ii^'8intf/co8(nw±2t')äv 

-«^?i?//,i„|„„±2„)ä,.±^ii°»//c„a(„„±2»)d.' 

236) * 

/sinj8infnw±(»— v)]d» = 8iiv C08 ff/ein nwdr^eiiy'aintf/coewwdp 

± 

1) Die BeseichnmigeD jTi nnd g^ br&nche ich hier, wie oben, dut vorlhe^ebMwL 



, Google 



TEBOSm DEB ELEDIZN PUlNSTXIT. STCBSTltS KAPITEL. , lOS 

jBmjci)6[fito±(\t+v)]dv = sm;co8»/cos(n«i±2t')iJ«±Biiysm«/8in(«w±2tf)dtt 



236) * 



fäojms [nu!±{t}—v)'\dv = wajoosefooBnicdv ± siiysin ff/ein nwd» 

Die weitere Integration findet mit Anwendung der Bel&tionen 222) statt 
ond es treten liier dieselben Divisoren 

«(1-^), n(l-^,) + 2, w(l-^J-2 
anf wie in der Funktion Ey 3i enthält also, wie R^, merklich grosse Glieder, 
wenn es sich nm charakteristische Planeten der ersten oder zweiten Klasse handelt. 

Es wird endlich, wenn man die Kechnongen in der angegehenen Weise 
ansführt: 

236) 3, = S^i+'^sinisinCnw + O) +S2;^',siny'sin(»i(P+0,) 

+ SZ^",'.',sinJBin{MW-D) +E2i-:^,sinj'8in(«w-»J, 
wo 



^-.> = V-° z^^^ 



i-[«(i-^)-i]" "■'" i-r«(i-(*.)-i]'- 

6. Zor Int^pration der Grleichong 238) erinnern wir nns, dass wir (}) nnter 
der Form 

(^) = sinjsinB = sini8in(e~*)+£8ini,8in{u — *J 
darstellen wollen, wonach 

^^ -= -(l+t)'sintsinC«~*)-£(l + 0'8in*,8in(f-*J. 

Ferner folgt aus den Relationen 171) nnd 173) 

sin/ sin», = sin/costfisinr— sin^'sinOjCos» = E8int;[8in(»— *J. 
Setzt man diese letzteren Werte in Gleichnng 233) ein, so erhält man zor Be- 
stimmnng der sint, folgende Gleichung: 

(2t+T*)8intsin(»-*)+S(2t.+r38in(.8in(«~dJ = 
^ — c^t^o sin i sin (v— *) — £ j ci*'., sin t, + <^*"^ ain i', } sin {w — Äj , 
woraus man schliesst: 

AUdlfK. d. I. 0«. d. WlH. n OSltlBgtB. Mitk^-phTi, KL H. ?. BtMi I, *. lA 
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237)" 



""'" "" 2t, +<+<'.'. ~ 2(t-T.)+{t*-0 ^ 



Es gelten für die t, und die sint, dieaelben Bemerkungen, die wir schon 
anlässslioh der g, and x. gemacht haben ; ich will nor bemerken , dass x' gleich 
Null ist, aach wenn man die Bewegung Jnpiters nicht als elliptisch ansieht; 
eiae Thatsache , die ans der Theorie der gegenseitigen StÖrongen der grossen 
Planeten folgt. 

7. Es lassen sich non anch ohne Schwierigkeiten nach 96) die Fonktionen 
sin t sin £ nnd sin i cos 1^ bis auf G-lieder zweiten G-rades ezclasive, sowie der 
Aosdmck 92) fOr die Länge l und nach 100) anch die Fnnktion A — £ bis ani 
GrU«d«r zweiten Grades incloBive berechnen. Ich gehe anf diese Operationen 
hier nicht des Naheren ein, da sie auf der Hand li^eu; auch würde die analy- 
tische Darstellung unnütz weitläufig werden , während sieb die nnmerisch« Be- 
rechnung äusserst einfach gestaltet, da man überall die Glieder, welche unwe- 
sentlich sind, sofort bei Seite lassen kann. 

§4. 
Die Glieder zweiten Grades. 

1. unter den Gliedern nullten ond ersten Grades , welche wir bisher be- 
handelt hab^i, fanden sich ausser gewiSlmlichoi Gliedern aoldie der Form B, 
welche stets ersten Grades sind und bei allen Planeten in gleicher Weise auf- 
treten; femer traten, insofeni es «ich um charakteristische Pianoten kandelt, 
Glieder der Formen C und D auf. Solche der Form A jedoch fanden sid eiciht 
Tor; dieselben sind demnach mindestens zweiten Grades, ond wir werden jetzt 
mit ihnen zu tbon haben. Sind die Excentridtäts- und Neignngsmoduln sämmt- 
lieber störender ESrper gleich Null, so treten gar keine Glieder der Form A «af. 

Bei der Barstellang der Glieder zweiten Grades will ich nicht so weit ins 
Einzelne gehen, wie ich es Hsher gethan habe, da ich sonst die analytische Ent- 
wicklung weit ausführlicher machen müsste, als man ihrer je benötigen wird. 
Kur bei grossen Excentricititäten und Neigungen wird man überhaupt auf diese 
Glieder Büokaioht nehmen nnd auch dann nur auf einen kleinen Teil derselben. 

Ich setze wieder voraus , dass die Funktionen 8^, iS, , S^, S^, B^, R^ ond 
^<u ^i> ^1 ^B ^^ erster Ordnung angesehen werden können, schliease also die 
charakteristischen Planeten vorläufig aus. 

Zur Bestimmung von S, haben wir dann nach Öleicbni^ 183) 
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Idh will nim den Teil der FunktioD S^, der von der Form A ist, von den 
übrigen Gliedern trennen and zu diesem Zweck eine Bezeichnong anwenden, 
welche Gl/ld^n zuerst in äbnliclier Weise gebraacht hat. Ich bezeichne nfimlich 
allgemein mit 

TF TF TF TF 

den bez. Teil einer jeden Funktion F, der von der Form A, B, C oder D ist 
und mit T^F den Teil , der aidi ans den gewöhnlichen Uliedem zusammensetzt, 
80 dass die Identität' 

F = T,F+T,F+T,F+T^F+T,F 

fnr jede Funktion erfüllt ist , die weder eine Constante noch einen secolaren 
Teil enthält. 

Hiernach zerlegt sich die obige Grleichnng für iS*, in die beiden folgenden: 

288) T.f.-T.«.-J^ 

289) f - -«., 

wo in der letzteren die Glieder der Form A zn nnterdrücken sind. Aas den 
Aosdrüf^en 165) and 177) für Q entnehmen wir, dass nnr ans den vier Sommen 

£ A!^l\ ifq' sin {*>*" + V — V J und S A'^]}, in' sio C«w — v + vj 

£ Ä^*l!, üaj sin/ sin («w + tj — Dj) and E A'Zl\ ainj sin/ sin (nw — Ü + » J 

Glieder der Form A entstehen können, nämlich wenn n i= 0. Da aber die Goef* 

ficienten A^"i , A^^^ and A^l*, gleich Nall sind , so wird 

240) T.g. -= ^■^J.'.ijii'sinCv-v^. 
]ji Gleicbang 239) hat man also za setzen: 

241) Q, -= £4,.„i)*8intiw + 2LJ,^^ sin'j sin »*h> 

+ S^l,'!^, rj* sin (MW + 2v) + S^llJi sinV sin (nw + 2») 

+ S4^,i)'8in(«tt'-2v) +lÄ^^Bm^JBhi(nw-2D) 



+ 21jli'|^,Tp]'8in(MW + v + v,) +£j^,siny8in/Bin(nw + &+t),) 

+£jlit'', ip)'8in(nw + T — V,) +£-^l'!^iBinyBin/sin(ww+ö— D,) 

+ ^A 1,7,'^, tjij' sin (nw — v + v^ + ^A!^,\ siaj sin/ sin (nw — B + n J 

+ £Ai:^, ij V sin (nw — v — V J + S^^.', sin j' sin/ sin (nw — — J 



+ SjI..,., tj" sinKw + 2^^o., sin'/ sin «w 

+ S^I^, ij" sin («w + 2 v^ + S^I."'i sin'/ sin («w + 2t)i) 

+ £-41'!?.', ))" sin ("w — 2vj) + E^l'iJ', sin'^' sin (nw — 2d J , 

wo der Coefficient A'*l\ zn nnterdrücken ist. 
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Die Relationen , welche wir zur Integration dieses Aosdrocks brauchen, 
Bind die folgenden: 

i^fffännwdv = r^faianwdv — ^ffsmnu)dv* + 

/i)*8in{n«;±2v)do = V cos 2 il/ain (»« ± 2«) d« q: i)' sia 2 /T/cos (nw ± 2«) ir 

1— j Jjsm {nw ± 2v)dtr ± ' —-JJcos (nw ± 2v) de* 

+ 

/iIij'ain[nw±(v+v,)](io = ip?'co8(iI+J7,j/8Ü»{«M'±2«)d«^ijij'sin{/7+7r^co8(»MC±2tj)ifo 
_*W>«^yy::?i?//sin(„„±2«)d«*±^55:^^^^ 

± 

/ipj'8in[me±{T— vjjdf = np)' cos (H — Il^f ännto dv ^Ltjti'aia (11— n,)f cos nie dv 

dim'cos(n—n.) ff . . , , diMi'sinf/Z— 77.) ff , , 
'-i — ^ ^Jjsin nw dv' ± —^ — j ~JJ*^^^ «w **" 

± 

n. 8.W. , 

von den^n die beiden meht angeführten mit dem Faktor ij" den beiden ersten 

vollständig analog sind and auch die mit den Faktoren sinj und sin/ eich leicht 

herstellen lassen; aoseerdem sind die ßelationen 232) heranzuziehen. Ich schreibe 

demnach: 

243) S, = IS'..,.,»j*co8nw +£iS..,,,8inVcos«w 

+£'Sl^B*I*co8(««'+2v) +E^^8inVcos(ttw + 2B) 

+SjSi";^,ij*cos (nw— 2v) +S(Sl'^sin"; cos (fWP— 2») 

+ n. B. w. 

+ r.s,, 

welchen Ausdruck ich nicht aosgescbrieben habe wegen seiner völligen Analogie 
mit 241). Aach hier ist 5^+',',, wie Sil", gleich Nnll. 
Man findet: 

243a) S...... ^-, «. = ,^^, ....... ^^ 

^— -«(l-^)+2' '^-'•' «{1-M' ■■•■* - H(l-ft)+2 

>(<-» ^'-" j4<-** 

*— - „(l_p,)-2' *■-• n(l-^.) ■ "-• M(l-M-2 

sc-« = ^■■■■' 

"-■■ «(l-ri-2' 
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und ganz analog : 



Die Divisoren sind dieselben , wie in B, , und S, wird also grosse Ungleich- 
heiten enthalten bei den charakteristischen Planeten der ersten beiden Klassen, 
stets aber nur solche der Form C. 



FSr r.S, haben wir nach 240) die G-Ieichnng: 

T.S, 
dv 



244) —±-^ = - -^tl'-i VV' ein (v - V J - } 



f^ T (^— \ geschrieben haben, was offenbar hier znlässig ist. 

Wenn wir die öleicbang 241) in der vorstehenden Form integrirea würden, 
so würden wir in S Glieder von der Form A vorfinden, welche elementar sind. 
Gyldön hat aber schon gezeigt , daas T. S erster Ordnung ist , indem sich die 
elementaren Glieder in dieser Funktion gegenseitig aofbeben. Wir werden ons 
hier darauf beschränken , diese Thatsache mit bezog auf die Glieder zweiten 
Grades zn beweisen , da Glieder dritten Grades von der Form Ä nicht vor- 
kommen und wir die Glieder vierten Grades nicht entwickelt haben. Jedenfalls 
ist die Gleichung 244) zur Bestimmung von T^S ungeeignet, and wir wollen sie 

deswegen transformiren , indem wir das Glied i-^- doreh ein anderes ersetzen. 
Wenn wir bezeichnen: 



245) 




A, = ijsinJI, 


so wird: 




(p) = ?icosv = i,cosK-Hi,sin«, 


nnd 




-iii- = — tjsinv + -T-^co8«-|--p-8inK, 


sowie 








dv' 


— ijcosv— 2-^3inr-t-2^co8i)+-T-^ooat'- 



Hieraoa folgt mit Vernachlässigung der Glieder rein zweiter Ordnung: 



Das erste Glied dieser Relation können wir aber ans der Gleichung 184) con- 
stroiren, oud es findet sich: 
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wo ich die GKeder rein zweiter Ordnong, sowie alle, welche nicht von der 
Foim A sind, fortgelassen habe. 
Wenn man die Identität 

' dv ~ dv ^" dl) 
bedenkt, sowie dass ft( ^ ) kerne Glieder der Form A enthält, und dass 



Offenhar wird man für ^, nnd P, hier nor die Glieder von der Fonn B 
einznsertzen haben, da nnr diese im Produkt mit (p) oder — ^ Glieder von der 
Form A liefern; man hat demnach nach 165) and 179) zn setzen 

and wenn man sich erinitert , dasa mit ansreichender Genauigkeit 

d(p) 
— ~- = — tiainv, 

80 wird: 

248) 

Biesen Wert endlich setzen wir in 244) ein und erhalten 



Es lässt sich leicht zeigen , daes das Glied rechter Hand Nnll ist ; wenn 
wir nämlich die dort auftretenden A* imd B-Coefficienten durch die Relationen 
166) , 180) , 135a) , 138a) und 122) oder mit Hilfe von Masal's Tafeln nnd For- 
meln ') durch die ;^Coe£Gcienten ausdrucken, so ist : 

A'*^.i = -2y,.,, ^^^, = -byi.i-4yis 

■B?". = 6}'i.i+8y,.a, 

1) MKBal, Formelii und Tafeln zur BerecbDUDg der abioluten StCroDgeo dv Flftneteo. Eon^ 
STenska Tetenskapa-AkademieoB HaadÜDgaT. Band 28 S:o 7. 

la dieoer Abtaandlmig sind allerdiags dte Bezslchouiigtii Dicht die gleicbon wie in der vor- 
liegendea. 
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vnd as wird 

a49a) T.S, = 0, 

Indessen hat diese G-Ieichang nor die Bedeutung, dass r, S, erster Ordnung 
und bei' den gewöhnlichen Planeten auch rein erster Ordnung ißt; die Glieder 
rein erster Ordnung der Form A in S, können wir aber stets vemachlässigen, 
nicht nor ihrer ausserordentlichen Kleinheit, sondern aach ihrer Periode wegen. 

3. Wir wollen non die G-Iieder zweiten G-rades im Radiusvektor berechnen. 
Mit Vernachlässigung der Glieder zweiter Ordnung folgt für p, ans Gleichung 184): 

nnd wenn wir bezeidmen: 

+ ^ ^.^-0 8inV 008 »w 
+ S ^'w^« i)'co8(««' + 2v) +2 b'^ ßinV COB {nw + 20) 

+ Si;.Tj»«j'C0S(BW — 2t) +Xft^.',8m*JC08(MM' — 2t)) 

+11. 8. w, in völliger Analogie mit 241) 

+2r.s,, 

BO haben die 6-Coefiioieni»n folgende Werte: 
2B0a) i..„ - 2S..„-.B..„, + i^,'.'.-i^:i'i 

*"■ - 2s;«-B:t,",-MS" 

V", — äSr;.'.-.»;" -MS., aber 6™ = -SiS,-i.dü'.t 
*..,.. — 2S..„-B,.., 

j;:?. = 2s::j,-B:t', 

\,.. = äS.....-»..« 

und for die weiteren Coelficienten in gleicher "Weise : 

stt'j ^- 2s2i-B2i 

Die Intesgration der Gleichung 260) branohen wir nicht so eingehend auszu- 
führen , wie wir es für die Glieder nullten und ersten Grades gethan haben; 
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denn es kommen hier keine GKeder der Form B vor, and wir können im An- 
schlüfis an das Vorige die Grösfien ij, ij', /7, 77,, ainj, sin/, ff nnd ff, bei der 
Integration als constant ansehen ; wir erhalten so : 

251) Pi = ^. = B,.,^Vco8w«i +H,.,^8inVcos«MJ 

+ JC;il''»ä("'«+2v) +ii;i;>inV'oo»(nic+2») 
+ ^"'. l" e»8 (»«■■- 2v) + TCJ. sin'j 008 (n» - 20) 
+ n. 8. w. in völliger Analogie mit 241) 
+ !'.■'',, 




"i-[»(i-i.,)+2]'' ■"•- i-«'a-ft)" 



i-»-(i-ft)" ■"•■--i-[«a-cJ+2]' 
>::;.■, „,-,, y;;. 

l-n'(l-M" ■"■■•■■ " l-[»(l-,.J-2]- 

i-["(i-c.)-2]* ' 



— • ~ i-«'(i-rt' ' 

n. B. w., indem die Ü-Coeffidenten von den &-Coe£ficienten genan ebenso abhängen, 
wie die entsprechenden if-Coefficienten von den fi-CoeMdenteu. AosBerdem hat 
man zu setzen: 

■B,..^ = ■'C." = K", = ^.^,.. = ^..... = ^^w = ^1\ = Äf. = 0. 

Von den in den vorstehenden Relationen vorkommenden Divisoren kSnnen 
die folgenden klein werden: 

l-n'(l-ft)- nnd l-[»(l-^J-2r, 

welche wieder zu Grliedern der Form D gehören. Sie sind klein zonäohst bei 
den charakteristischen Planeten der ersten Klasse, nnd zwar 

la. Für die Planeten vom Heknbatypns, wenn n ^ 2 nnd n ■= 6 
Ib. „ „ p HildatypoB , „ « = 3 „ n = 9 

Ic. , „ „ Tholetypna, „ » = 4 , » = 12, 

femer aber aach für eine nene Klasse von Planeten, welche als charakteriatisclie 
Planeten der dritten Klasse zu bezeichnen wären, nämlich; 
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TTTa. Wenn n^ aicb dem Brache -^ nähert, und wenn « ^ 4 
nib. »f*. B» „ Tt>,b „« = 6 

nie. „ fi, „ „ „ T»»» „tt = 7 
nid. »(*!«» r i».B ,n = 8 

nie. „(*,„» , f. -. . ^ „ n = 10 
nif. , ^ „ „ „ n » - » „ « = 11. 
Die charakteristischen Planeten der zweiten Klasse finden sich hier nicht 
wieder, indessen wird anch bei ihnen i?, beträchtliche Glieder enthalten; diese 
werden nämlich dnrch die Fanktion S, eingeführt, welche rechter Hand in der 
Differentialgleichaiig ftir if, vorkommt ; sie werden darch die Integration dieser 
Gleicbong nicht TergrÖsaert , da sie von der Form C sind. 

Für den Teil von ü, , der von der Form Ä ist, hat man offenbar; 
2Blb) T,B^ = b,.^n* +fcJ!;V,ijij'co8(/7-77J +6„.,V* 

+ 6,.^ sin* j + feit," ßiny sin/ cos (« — «,) + i^^., ainV 

+2r.s,. 

Die Funktion T. M^ enthält einen constanten Teil ; denn es ist : 
p. const. Jj* — ' Sk\, p. const. sin'j ^ .5'sin'». 

261c) p. const. 7pj'cos{i7— ff ,) ^ •2'«,«1, p. const. sin^'sin/ cos (ff—«,) ^ Sem (.sin*)] 
p. const. ij" =^Sx'*, p. const. sin';' "«.Ssin't^. 

Dieser constante Teil ist zn der Constante \ zu schlagen ond der Teil der 
beiden Constanten a^ and &,, welcher zweiten G-rades ist, kann auf dieselbe 
Weise bestimmt werden , wie wir anf pag. 101 anter No. 3 den Teil nullten 
Grades bestimmt haben, sobald die Funktion 1^ bekannt ist, welche wir gleich 
herstellen werden ; einstweilen haben wir : 

2ßld) p. const. B, = K^^Sul +b'*l\2h(X +K-*-t^l^ 

+ 6,.,^ 2? sin* »,+ iil,'.', .2 sin t, sin il + 6,,^, ÜBini',* 
+ 2 p. const. S,. 
Die Funktion T^B, können wir übrigens ans demselben Grande fortlassen 

wie r,5,. 

4, Wir wollen nnn die Gleichung 186) mit bezog aof die Glieder zweiten 
Grades integriren ; wenn wir nur diese beibehalten und die Glieder zweiter Ord- 
nung vernachlässigen, so ist: 

252) -^ = S,-B, + J6i?,-2Sj»jco8v-3ij'B,+ U5,-6B,}Vcos2v 
du" 

AUdlfn. a. £. Om. d. WIM. n GBltincra. ll>tk.-tkjh Sl. K.P. Bud 1, *. 15 
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Setzen wir; 



+ 27 r„ „ ain V 003 nw 

t-SItZrf coB(ii»i +2v) +£i;j.',8m')oos(«li'+2l)) 
+ ^ T^ ij" cos («w - 2v) + ^ 3^r,Vo BinV COB («tu — 2b) 
+ a. a. w. in völliger Analogie mit 241) 



80 leitet man ans den oben gefundenen Werten von S mid R imschwer die fol- 
1 Ansdincke der T-Coefficienten ab; 



262b) T.„ = S..„-2S..„+3K;t,", + 3»-,'.'.-SS.',-S;:°,-8ü„, 

i;". - S':S,-2S151+3^«-«;"j+JS„»-8ü..„ 

K!', — s|;:S-2JC+8JC«-s::?,+iS.„-8ji„^ 

i;;; - «;,-2BS,+3üs.',-'S;i'.', 
TS', = •s;*»-2ii;t",+8iiiT;',-s'-;.', 
it;" — s::,':,-2ic",+3ic.-«;".', 
i;s = s::;.',-2Jc° +8S2.',-i?t?i 

r„.. — s.«-2ü.,., 
nZ = Sl" -2JC 
i::S = S;:S.-2JC!> 

f..« = S..„-2B..„, 
and ftir die weiteren Coefiicienten in ganz allgemeiner Weise; 

Dabei sind die Goeffieienten 

gleich Nnll za setzen, und man hat aasserdem: 

262c) T,^ — r.5,-2r.Ä,-S;+'>'-Si^.l'Ji)'coB(JI-i7J-3jB,^^);'. 
Ich setze nun auch TT, unter die Form: 
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268) TF, = SW.^^Vbü»««' +2W..,,8m>8mn» 

+STVl^,ij*sm(«tt + 2v) +Slri^;BiQV8iii(nw+2D) 

+ S W|.-:Jf„ ij* sin (nw - 2t) + S F.^; ainV ain («tp ~ 2») 

4-II. B. w. in völliger Analogie mit 241) 

Die Heratelinng der Aasdriicke für die W-CoeMcieuten maclit nach dem 
Vorhergebenden aach keine Schwierigkeiten; man erhält: 

rp rpt*» rp 

TXrtJ m+i» >n+t> 

Tpr+« -*■■«< Tpi+u ^ ■'-1-1 pp(M» ,„ *••»■* 

"-"-«(i-ftj+ä' "■•■•■ «(i-cJ' -■ »(l-cj+ä' 

•r<-« 7*-u «n-« 

TPi-« «B =-"-:5:5 Wi-» ^- *'■■■■ TT'-»' „ 

•"*■* «n — ii\_Q' "■'■' *i/i — M. "i ' "■•■' 



«(l-^J-2' "-■' »(1-ft)' "-■' n(l-ft)-2' 



n. s. w., indem die TT-Coefficienten von den T-Coefiflcienten in derselben "Weise 
abhängen, wie die W-Coefficienteu von den T-Coe^cienten. Die Divisoren sind 
hier diesdben wie in 8^. 

Für die Funktion S,, welche wohl immer vemaohläasigt werden kann, bat 
man nach 60) and 47) 

„_„,. ^ ,d«' cos 2/1 _ -d«*sin2J7 , „ 
253b) Ä, = -S— ^ cos2w-§— *-T- Bin2t» 



5. Bei der Bestimmong der Fnnktion T^W, endlich etSest man auf gewisse 
Schwierigkeiten ; wenigstens erfordert eine vollständige DarsteUang derselben 
eine sehr weitgehende Entwioklnng. Nach 252c) and 251b) hat man: 

^+^,.».,+si*"Jn'-\^K"i+S'*^rUn''=<>B{n-n;)-2b,^.,ri'* 

- 26,.,., ainV — ^JT", sini sin^' cos (tf — fl J ~ ^^^va^j' 
-ST, 5. 
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Die rechte Seite dieser Gleichung ist eine Grösse reixt erster Ordnnng, tmd 
za ihrer Integration leitet man aas den Relationen 10), 75), mid den entspre- 
chenden 154b) nnd 171a) die folgenden ab : 



255) f-nfäv = _ ' ain(io— o)J+ - _ 8in(ia — iaj+' 



S-S, 

H i-^sinfffl,— 0»,)+ 

ff,— e, 

+ 

/)p)'co8(/7— 77Jdt> =■ — — — 5in(p— <3,)+ _* 8in(a> — c)J + 

Si — ff« 



/■ ,, - 2x'x' . , , , , 

ij'*dv = _ ' sm(g>, — cpj+" 



Jsm'jdv ■=* iam{ft— *,) ^sui(*— *J- 

2 sin* sin*, . ,. ., 



r . . , ., , ,, ginisini' . ,„ „. sintsini' . ,„ -> 
Jsin^8Hy'co8(<r— ff,)ap = — 8m(*— »,) tsm(Ö'— frj- 



jBmydv =* — ^8in(*, — *J- 



In diesen Formeln sind indessen die secolaren Teile fortgelassen , da wir 
sie besonders behandeln wollen. Sie ergeben sich nach den Formeln 251c). 

Wenn wir alle elementaren Glieder in TT, finden wollen , so müssen wir in 
der Gleichong 254) alle Glieder erster Ordnung beriicksichtigeQ, nnd folglich in 

T. i-j-j alle Glieder zweiter Ordnnng. Wir müssten also die Gleichung 

mit Berücksichtigung der Glieder zweiter Ordnung aufstellen. Diese Operation 
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liat mm allerdbgs keine principiellen Schwierigkeiten, jedoch ist die Anzahl 
dieser Olieder ansserordentUch gross, obwohl sie sich in wenige Argamente ver- 
einigen, und vor Allem müssten dazu auch die Funktionen S, and ü, bis za den 
Gliedern zweiter Ordnung einschliesslich berechnet werden, was im Uebrigen 
nicht erforderlich ist. 

Wir begnügen uns hier mit der Bemerkong, dass diese Glieder der Form A, 
welche in der Funktion W elementar sind, für nnsere Zwecke, d. h. für die prak- 
tiflche Rechnung während eines Zeitraums von etwa 100 Jahren gänzlich belanglos 
sind, worauf ich noch später (Kapitel VHJ) zurückkommen werde ; sie sind mit 
den Gliedern rein erster Ordnung annähernd auf eine Stufe zu stellen. 

Eine sehr ansfiihrliefae Berechnung dieser Glieder habe ich vor einigen Jahren 
fBr den Planeten Hestia ausgeführt, wodurch das eben Gesagte sich bestätigt 
fand. Man wird demnach nur bei den charakteristischen Planeten nStig haben, 
die Glieder der Form A zu berücksichtigen; bei denselben tritt der merkwür- 
dige Umstand ein, dasa diese Glieder, soweit sie elementar, also nnllter Ordnnng 
sind , ebenso belanglos sind , wie bei den gewöhnlichen Planeten , während 
sich in der Funktion W, Glieder erster (aber nicht rein erster) Ordnung vor- 
finden, die sehr merkliche Beträge erreichen, obwohl sie ursprünglich als Stö- 
rungen dritter Ordnung auftreten. Das eben Gesagte habe ich für die Planeten 
vom Hestiatypus bewiesen, während Herr Ludendorff*) die sehr mühsame Be- 
weisführung für die Planeten vom Heknbatjpus mit dem gewünschten Erfolge 
durchgeführt hat Da sich der von Herrn Ludendorff gegebene Beweis auf aUe 
chfotikteriatischen Planeten der ersten Klasse, und der von mir gegebene auf 
alle solchen der zweiten Klasse ansdehnen lässt, und femer bei den charakte- 
ristischen Planeten der dritten und höheren Klassen die Glieder der Form A 
zweiten Grades sämmtUch rein erster Ordnnng sind, so ist die Frage betreffs 
dieser Glieder, soweit sie in den Rahmen des vorliegenden Kapitels fallt, im 
Allgemeinen als gelöst anzusehen, und ich werde erst im nächsten Kapitel auf 
dieselbe zurückkommen. 

Ich will nun nnr noch den secnlaren Teil der Funktion W mit Berücksich- 
tignng der Glieder zweiten Grades constmiren. Derselbe findet sich nach ä62c) 
folgendermaassen : 

255a) p. constf-j — J = p. const-S,— 2p. const. B, 

Da aber der constante Teil von -3 — gleich Null sein soU , so ist die rechte 



1) Hani Ludendorff, Die JapiUr-StOnuigeii der kleineo PUneten vom Hecnba-Typiu. lou- 
guraMMiNrUtioD. BorUn 1897. 



, Google 



ARTiy BBEKDEL, 



Seite dieser G^leichong gleich Null za setzen and aas ihr in Yerbindan^ mit 
261d) die constanten Teile von S, and ü, za bestimmen. 



6. 


Die Gleichang 186) giebt uns für d 


e Glieder zweiten Grades: 




0«--«.- 




Da mit genügender Ännäherong 


cosB, 


so wird 






266)0 


+ ä = 5;C!o.i<.1»W»m("«'+» +f) 


+ &™....,l'8mi8in(»«' + B +vj 




+ 5;C'i..<i1siiU8m(«»>+l! -y) 


+ Scr/^Mhi l' 8inj' sin (mw + B — t J 




+ 5^".....1»nW«™("«'-'' +») 


+ 2>:".U.l'8injsin(nw-B +yj 




+ ^<vJ»t..18"i»™(««'-» -'') 


+ ^IclT^-M ij' sin> sin (nw - ö - V J 




+ Scl^,..^»)8m>'Bm{«w+»,+v) 


+ Si!;S„.,l'sin/8in(»«i+B,+T,) 




+ ^Icl"!;.',., , ») sin/ sin («w +t), - v) 


+ ^Cwtil' sin/ sin (nw + B, - tJ 




+ ^"tii'ii. V sin/ 8in{n«;-tl,+T) 


H-SCÜ^l'ein/sinCBB-o.+Tj 




+ £<-;^,.,^ 1) 8iiy' sin («tp-»,-v) 


+ ^"ml' siiw' sin(«»>- B,-vJ , 


WO 

266a) 


C'.... = c:i;..,..-MS:., «i^, = c;?^>.-M2.', 




«1... = '5;v,.,-i^::;i, c 


"U, = cü.v.-m;:j.'. 




C'-.. - oi:.'.'..,,-W''.'.. e 


.-;i.... = cKi..,-4^:::'. 




ci,«, - c::;'..,..-!^:-','., e 


.:;i..., = o;:ri^,-l^S.'> 




«..,.. = ...... 




a. 8. w. 

cienten. 


Die weiteren c-Coefficienten sind 


gleich den entsprechenden C-CoefiB' 



Die Integration der Gleichung 266) erfolgt in derselben Weise wie die der 
Gleichang 250) , indem man t}, i]', sin^', sin^', n , B^, a and e^ als constant an- 
sieht. Setzt man 
267) j, = 3, = SZ:!^i.,..i)sini8in(ntc-|-D+v) 

+ 221!;;^,^) II ein; sin («w + B - v) 

+ S2i~V,.,m 1) sin j sin (n«j — ö + v) 

+ S2^,'^,^ ijflin^ sin (nw — » — v) 

+ TL s. w. in völliger Analogie mit 256) , 
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80 vird offenbar: 



and überbaapt 


l-(»(l-i")+21" 


TM) ^ 'vfi-M 






l_[„(l_^j+2]- . 


"""'■" l-[«(l-ft)-21- 


l-»-(l-rt" 



In 3i werden sieb merkliche Glieder finden in denselbeQ Fällen, wie in S„ 
mit dem einzigen ünterscbiede, dass 3t keine beträchtlichen Glieder der Form 
C enthält. 

Xnr bei sehr grossen Neignngen wird man einen wesentlichen Teil der 
Funktion 3t mitzonehmen haben. 

§6- 

Die Glieder höherer Grade. 

1. Zorn Schlnsse dieses Kapitels erübrigt es noch, einige Worte za sagen 
über etwaige Rücksichtnahme auf Glieder höheren als zweiten Grades, sowie 
GirOnde dafür beizabringen , wamm wir unsere Untersnchongen gerade bei den 
Gliedern zweiten Grades abgebrochen haben. 

Bei den Gliedern nnllten Grades ist der Faktor yon v in den Argumenten 
sehr genähert 

"(i-cJ, 

and die Divisoren in S und W sind 

»(l-cj, 

and endlich die Divisoren in R 

n(l"Mj + l nnd n(l-^J-l. 
Bei den Gliedern ersten Grades sind: 
die Faktoren von » : «(1 — j»,) + l und »(1— ^,) — X 

die Divisoren in S and W: »(1— (t,) + l nnd «(1— (*,)—! 

inü: «(l-ft), na-^)+2, Ba-ft)-2. 
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Bei den Gliedern zweiten Grades sind : 
die Faktoren von »: n(l — pj, n(l— ((^ + 2, »(1 — pj) — 2 

die Divisoren in S nnd TT: n(l-^J, b(1-/»J + 2, n{l-p,)— 2 

inü: „(l-^,) + l, «(l_pj_l, „(l_pJ+3, «(l-^,)_3. 

Diese Reihe ist unschwer fortzusetzen, and man zieht daraus die folgenden 
ScMüBse : 

Die Glieder der Form B sind ersten, dritten o. s. w. Grades, also stets von 
einem nngeraden Grade ; die Glieder der Form Ä sind zweiten , vierten n. s. w. 
Grades, also stets von einem geraden Grade, mindestens jedoch vom zweiten; 
constante and secolare (d. h. von der Form constans mal v) Glieder sind eben- 
falls stets von einem geraden Grade, können aber anch nullten Grades sein; 
nnd zwar gilt das eben Gesagte für alle Planeten ohne Bücksicht anf den Wert 
ihrer mittleren Bewegung. 

Glieder der Formen C nnd D kommen nur bei den charakteristischen Pla- 
neten vor, nnd zwar bei den charakteristischen Planeten der ersten Klasse: 

die Glieder der Form D bei allen Graden vom nnilten an, 
„„„„C„„ „ „ ersten an, 

bei den charakteristischen Planeten der zweiten Klasse : 

die Glieder der Form D bei allen angeraden Graden vom ersten an, 
„ „ n !) ^ ti n geraden Graden vom zweiten an. 

Im allgemeinen lautet das Gesetz folgendermaassen, wenn h die KlassenzaU 
-des Planeten bedeutet: 

Ist * eine ungerade Zahl, so kommen Glieder der Form D bei allen ge- 
raden Graden vom (/;~i)ten an, and Glieder der Form C bei allen ungeraden 
Graden vom A-ten an vor; ausserdem aber finden eich Glieder aller beiden 
Formen bei jedem Grade vom (2J:— l)ten an. 

Ist h eine gerade Zahl, so kommen Glieder der Form D nor bei allen od- 
geraden Graden vom (i — l}ten an , und Glieder der Form C nur bei allen ge- 
raden Graden vom ft-ten an vor. 

3. Wenn wir von den charakteristischen Planeten der dritten nnd der hS- 
beren Klassen absehen, so zeigt sich in der That bei den Gliedern zweiten 
Grades ein gewisser Abschnitt, indem die Glieder höheren als zweiten Grades, 
soweit sie merklich gross sind, keine neuen Argumente aufweisen, die wesentlich 
verschieden (mit Bezug anf ihre Periode) sind von denen der niederen Grade, 
so dass man einerseits die Glieder der geraden Grade and andererseits die der 
ungeraden Grade unter sich als stark genug fallende Beihen ansehen kann. 
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Die gewöhnlichen Glieder dritten Grrades sind in fsist allen Fällen sehr 
Ueia; und ancb die elementaren and charakteristiBchen Grlieder nelimen an 
GrrSsBe mit ihrem Grade tmd mit der Klasseozahl des Planeten ab; handelt es 
sieh a. B. sm einen Planeten der dritten Klasse , bo wird man nur bei ganz be- 
sonders starker Annahemng an die strenge Commensnrabilität einige wenige 
€Hieder höheren als zweiten Grades berScksiditigen müssen, banptsächlich solche 
der Form C. Denn je höher die Klasse ist , der ein charakteristischer Planet 
angehört, nm so mehr mnss das Yerbältniss der mittleren Bewegungen sich der 
strengen Commensnrabilität nahem, damit die betreffenden Glieder merklich 
werden. Conunensorahüitäten höherer Klassen haben darom keine solche Be- 
dentong wie die der niederen. (Vgl. Kap. VIII.) 

Unter Umst&tden ist die Uitncihme des einen oder anderen Gliedes dritten 
Grades noch zu empfehlen, nicht etwa in der Entwicklong der Störnnggfonktion, 
wohl aber in der Differentialgleichoug 185) für W, wo Glieder wie die folgenden 

Bjtjcosv, ti* B, , Ji,ij'oos2v, 

einen gewissen noch merklichen Betrag erreichen können. 

Ob noch in vereinzelten sonstigen Fällen die Mitnahme einiger Glieder dritten 
Grades (also anch in der Entwicklung der Stömngsfnnktion) angebracht ist, 
hängt im Einzelnen von den Beträgen der Ezcentricitäts- und Neigongsmodnln 
ab, and es lassen sich darüber keine einfachen allgemeinen Regeln anfsteUen. 



Siebentes Kapitel. 
Die charakterietiechen Flaneten. 

§1- 
Die Glieder nnllten Grades. 

1. Die Gleichungen 183) bis 186) eoUen nnn integrirt werden für den Fall, 
dass es sich nm einen charakteristischen Planeten handle nnd dass also in der 
ersten Annäherang bereits die Störungen zweiter (eventuell auch höherer) Ord- 
nung berücksichtigt werden müssen. Ich werde hierbei anch Gelegenheit nehmen, 
von den Fällen sogenannter stremger Commensorabilität zn sprechen und zu 
zeigen, wie die Integrationen für jeden beliebigen Wert der mittleren Bewegung 
auszuführen sind. 

IbUtgn. 1. K. Om. d. Win. n OHUbc«. Xlük^sbjm. U. K. F. Bud 1, ■. 16 
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Bei der HerBtellang der G-lieder nnllten Grades handelt es sich nur ma 
die charakteriatiscfaen Flaueten der ersten Klaaae, da die übrigen nach den For- 
meln des vorigen Kapitels berechnet werden können. 

Ich will zunächst die Planeten vom Hecabatypns besprechen, fHi welche 
das Verhältnis {t nahe gleich \ ist. Wie wir oben gesehen haben, ist S, rein 
erster Ordnung ; dagegen wird R^ ein grosses Glied enthalten, das offenbajr das 
Argument 2io hat. Ich setze dämm den Teil von S,, welcher nicht rein erster 
Ordnnng ist, unter die Form ') : 

a&8) parsB, = /S,cos2mj, 

wo der Coefficient ßj vorläufig onbetannt ist. Ich will durchweg die griechi- 
schen Bachstaben für alle solchen Coefficienten anwenden , welche zwar erster, 
aber nicht rein erster Ordnung sind, also kleine Divisoren enthalten. 

Die Gleichungen 188), 193) und 206) bestehen auch hier, und zwar giebt 
uns die letztere für den wesentlichsten Teil von W^, d.h. für den Teil, der 
wesentlich grösser ist als die störende Hasse : 





P"»^ - -2ACOS2I., 


oder integript: 




269) 


pars W, = - ^ ^' am2tg 


woraus 




269a) 


I^BK. = -jli^,m2«, 




V, = 0. 



3. Wenn m&n die so ge&ndenen Teile von R^ undf, in 188) einsetzt, nur 
die Glieder mit dem Argoment 2w beibehält , und alle Glieder rein zweiter, 
sowie die dritter Ordnnng bei Seite lässt, so wird: 



•""'■^ - -j^."+[*^-. 



Diesen Ausdruck integriren wir nach der Formel 190) und stellen S^ wieder 
durch die Entwicklung 191) dar ; dann ist, wenn man bedenkt, dass F, = : 



Wir haben also den Coefficienten S^.^^ mit Kinschluss der Glieder zweiter Ord- 
nnng, jedoch mit Ansscbluss derjenigen rein zweiter Ordnnng hergestellt. Aller- 

1) Durch die Torgeaetzte BezeicliDaag npars' soll angedeatet irerdea, daas nur ein Tai! der 
betreffenden Fanktion gemeint ist. 
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dingB ist der CoefBcient ^, noch immer nnbekaimt ; wir werden ihn gleich be- 



3. Wenn wir nämlich in der (xleichnng 193) die Glieder rein zweiter, eowie 
die dritter Ordnung fortlassen, so ist: 

= — t4^^f-T— jeinB»+2SS,^^co8Mtt' 

— 2LB,^^ cosMio— £Bi;J^ 2f,co8 n«7 — "ZnfiB^,^ K^ sinn». 
Die Differentiation der Belation 258) giebt ans aber mit derselben Oeoanig^eit : 

and wenn wir diesen Wert, sowie die Werte 258), 2&9a) and 260) in die vor- 
stehende Gleichung Bnbstitniren und nur die Glieder mit dem Argument 2«" bei- 
behalten, so wird: 

262) par.j^+Jäj = 6„..C032«,, 



262b) 






»..►. - p,+p',ß. 






-lBr«+ 



^B^ 
1-ft 



Diese beiden letzteren Coefflcienten können ohne Weiteres berechnet werden, 
wenn auch noch nicht streng, da die Constanten a, (i nnd fi, noch nicht genau 
bekannt sind. Zur Integration der Gleichung 262) erinnert man sich der De- 
lation 197) und ihres Integrals, und man wird schreiben: 



263) 



parsA, = ^,8mu— jr,co8v 

^ — 4*,^.,coB(2ic + r) + Ji,.,.,co8(2tti-p) 

•^ = 4*..,.,sin(2ic+«)-;i6,.„Bin(2w-i;). 



Ich will nton setzen: 
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264) C - -j-, h = -2"^, 

wonach also die G-rössen 9 and 4, als klein aozosehen sind. Nach den Relationen 
310) und indem wir r, gleich Null annehmen, besteht zwischen ihnen die wich- 
tige Beziebnng: 
266} *, = 9-%ny. 

Nor bei den kritischen Planeten , d. h. bei denen , deren mittlere Bewegaiig 
sich ganz besonders stark einem commensnrablen Verhältnias nähert, dürfen 
wir y nicht gleich Nnll annehmen, wie eich gleich zeigen wird. Da nnsere For- 
meln anch für diese Planeten gelten sollen, so behalten wir es bei. 

Man hat also: 
266a) 2(1-^) = !+*,, 2(l-f..) + l - 2 + *,, 2{l-^J-l=rf,, 

Integriren wir die (rleichnngen 263) nach den Formeln 201), so wird: 

*■ = i2^Bin(2«.+»)-|-i^8in(2w-i') 
"' ^ -4-^*|-co8(2w+«) + i^coB(2«.-r), 
worans man erhält: 

266) J. = i[^_^]i.....= _^, 

ond mit Rücksicht anf den Äaedrock ä62a) ftir A,.,., ergiebt sich folgende Glei- 
chmig für den Coefficienten j3, 

267) (2*, + JJ+p;}^, = -P„ 

ans welcher ß^ berechnet werden kann , sobald d, genan genng bekannt ist ; ist 
das letztere nicht der Fall, was wohl nnr bei den kritischen Planeten vorkommen 
kann, so wird man sich ein Täfelchen rechnen, das ^, für verschiedene Werte 
von tf, giebt, nnd ans dem man später den richtigen Wert interpoltren kann. 

4. Im Falle nnn, dass 8, gleich Nnll wäre, würde /S, sehr gross nnd zwar 
nollter Ordnung werden, nnd im Falle der Aosdrack 2Äj+ffI+p; verschwände, 
wäre |3, anendlich. Aas diesem Omnde hat man geschlossen , dass unser Inte- 
grationsverfahren für die kritischen Planeten nnbranchbor wäre; Gryldän hat 
ebenso wie Herr Harzer complicirtere Integrationsmethoden aufgestellt , um 
dieser Schwierigkeit ans dem Wege za gehen. Ich habe aber schon in den 
Astronomischen Nachrichten'} gezeigt, dass solche Werte von tf, gamicht vor- 

1) No. 8346. 
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kommen kSmien, and dass also eine streng oder äasserst genäherte Commes- 
anrabilität zwischen den mittleren Bewegangen des stSrenden and des gestörten 
Körpers überhaupt ansgescblossen ist. ä, ist immer gross im Yerhältniss zur 
störenden Masse. Den Beweis hierfür will ich jetzt im Einzelnen geben tmd 
dazu zunächst den Ansdrock der Cunstanten y mit Hilfe der öleichong 206) 
aufstellen. Diejenigen constanten G-lieder auf der rechten Seite dieser Grleichong, 
welche rein erster Ordnung sind , haben wir za c^ geschlagen und mit dieser 
OrÖBse zum Verschwinden gebracht. Es wird also 

268) r- ißi, 

wo die Glieder vierter Ordnung sowie die zweiten G-rades fortgelassen sind ; 
denn y enthält nur Glieder gerader Grade und offenbar auch nur solche ge- 
rader Ordnungen. Hiermit wird: 

269) *, = ^-3fiß\. 

Bisher haben wir zwei Arten von mittleren Bewegungen (« und nj einge- 
fährt, die bei allen nicht kritischen Planeten als identisch angesehen werden 
können ; denn es ist : 

— = 2p = 1-ff 

''"' ^' ä 1 * 

SE 2f(,3e 1 — ff,, 

"Wir wollen uns die Bedeutung dieser Constanten klar machen, n ist offenbar 
diejenige Grösse, welche als Integrationaconstante auftritt, so dass 8 jeden be- 
liebigen reellen noch so kleinen positiven oder negativen Wert, die Null einge- 
Bchloesen, annehmen kann. Ich will darum » die „Bewegnngsconstante" und 
«, die (wahre) „mittlere Bewegung' nennenj nur die letztere tritt in unseren 
Divisoren auf. 

Man wird aber noch von einer dritten Constante w, zu sprechen haben; ich 
habe nämlich bereits in den Gleichungen 153) und 161a) den secularen Teil von 
W wie folgt bezeichnet (da c, = 0) : 

p. sec. W '=' yv, y ^ y+y», 

und die Relation 

*»■ = p(l + ?) 

eingeführt. Aus der Gleichung 1B5) für das Argmnent w,: 

w, = {l-ii)v~B~fiW+W' + R-E' 

folgt, dess dffljenige Teil dieses Argumentes, ebenso wie der des Argumentes w, 
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der der Länge v proportional, also aecnlar ist, der folgende sein wird 

p. sec w = p. Bec. w, = (1 — p — ^y)c = {l — ^^v, 

wo ich die kleinen GrrSssen c und e' fortgelassen habe. 

Setzt man in Analogie mit den Relationen 270) nnd 264): 



271) — = 

80 gelten die Beziehimgen 
272) 



l-ü. 

2 ' 



l+r_ 

9, = 9—^fny = ^,— 2(1^,. 



Ist die QrSsse J, äosserst nahe resp. streng gleich Nnll, so tritt der Fall 
ein, den man Libration genannt hat, und der sich ebenfalls nach unserer Me- 
thode ohne weBentliche Schwierigkeiten behandeln lässt. Ans diesem G-ronde 
will ich n, die „mittlere Bewegung in Länge" nennen, da solche Relationen 
zwischen den mittleren Längen, wie sie sich z. B. bei den Japiter&monden zeigen, 
von ihrem "Werte abhängen. 

Eb mag hier wiederholt werden, dass y, mindestens zweiten Grades ist ond 
sowohl positiv wie negativ sein kann; y ist stets positiv und bei den charak-, 
teristischen Planeten der ersten Klasse nnllten Grades, bei allen übrigen aber 
mindestens vom zweiten Grade. 

6. Wir woUen jetzt die Gleichungen 267) und 269) betrachten. Wenn wir 
die Grösse d, sich der NnU nähern lassen, so wird nach 267) ß^ unaufhörlich 
wadisen, dagegen nach 269) sieb der Null oder doch einer ausserordentlich 
kleinen Grösse nähern; man kann hieraas schon schüessen, dass es für /}, eine 
obere nnd für d, eine untere Grenze giebt, die diese Grössen nicht überschreiten 
können. 

Wenn wir den Wert 269) für 8^ in die Gleichung 267) einsetzen und ^, 
gegen S^ vernachlässigen, so findet sich die Relation: 

273) /5!+P/», + 9 = 0, 

wo 

Aas derselben lässt sich ß^ für jeden beliebigen Wert von d berechnen, und 
zwar zeigt ein Blick, dass der Maximalwert von ß^ von der Ordnung der Eablk- 
mirzel ans der störenden Masse ist. Die Relation 269) dient zur Berechnung 
des entsprechenden Wertes von 9^■, der kleinste Wert, den 4, annehmen kann, 
ist von der Ordnnng der Eubikworzel ans dem Quadrat der störenden Masse. 
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Zar nnmerisclieu Lösmig der &leich<mg 273) hat man die folgenden drei 
Fälle zn unterscheiden : 
I. Wenn 



a) 



^27 a' ■ 



ist , so hat die Gleichnng nnr eine ree]Ie WnrzeL Dnrch Einfohning der nn- 
merißchen "Werte fiir p, und pj hahe ich gefanden , dass die Bedingong a) den 
folgenden Bedingangen gleichhedentend ist: 

a.) Ä < + 0.0147 n <: m7".2. 

Dieser Fall entspricht aber allen negativen Werten von d, dem Werte Nnll (der 
strengen Commensorabilität) nnd allen positiven Werten, welche kleiner als 
0.0147 sind, nnd man hat dementsprechend in diesen Fällen 

j3, negativ und |jJ,| < 0.122 
*, negativ nnd | *, | > 0.0082 



80 hat die Gleichung drei reelle Worzeln, von denen zwei einander ^eich sind; 
die Bedingung h) entspricht den folgenden: 



l.) 






* 


— + 0.0147 


n 


- 


. 607".2, 


und ich fand die 


entsprechenden Wert* 














ß. 


— -0.122 


und 


= 


+ 0.061 








i. 


— -0.0082 


und 


- 


+ 0.0091 








n, 


— 693".3 


and 


= 


608".a 




m 


Wenn 












0) 








1 + ^ 


^< 


0, 





80 hat die Gleichnng drei verschiedene reelle Worzeln, von denen wir aber zwei 
verwerfen müssen, da sie zn unbrauchbaren Resultaten führen, wenn d wächst. 
Man hat in diesem Fall 

oj *> +0.0147 und n>607".2. 
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ß^ positiv nnd 1 JJ, | <: 0.061 
d, positiv nnd | *, | > 0.0091 



Ich gebe im Folgenden eine kleine Tafel wieder, die ich bereits in den 
Astronomischen Nacbrichten mitgeteilt habe, and die die Werte von 4^, n, tmd 
J}, für n nnd d als Argument giebt , wie sie ans den Grlei<^ongen 269) und 267) 
folgen: 

Tabelle L 



lojJ 


" 


lojj, 


"i 


KuH. 


8.60. 


B76'4 


8.61. 


B75'0 


8.32. 




8.40. 


583.6 


8.42. 


582.8 


8.60. 


8.20. 


588.9 


8.28. 


687.2 


8.66 


8.00. 


592.3 


8.18. 


689.4 


8.76 


7.00. 


697.7 


8.05 


691.6 


8.92: 


— oo 


598.8 


8.03. 


591.8 


8.93. 


7.00 


598.9 


8.02. 


692.1 


8.94. 


8.0O 


604.2 


7.94. 


B93.1 


9.05. 


8.15 


606.8 
607.2 
607.9 




7.98. 


698.2 


9.08. 




&1670 




7.92. 
7.86 


693.3 
608.8 


9.09. 
8.79 




8.20 




8.10 


606.9 


~im 




8.40 


618.7 


8.38 


612.9 


8.41 


8.60 


628.1 




8.60 


628.1 


8.19 





vo den Logarithmen selbstverständlich — 10 tuiznhängen ist. 

Die Maximalwerte, welche ß^ seinem absolnten BetrE^ nach annehmen kann, 
werden also +0.061 nnd —0.122 sein, während d, , absolat genommen, nicht un- 
ter die Grenzen —0.0082 und +0.0091 herontersiniien kann. Die Werte der 
mittleren Bewegong n, , welche zwischen &93*.3 nnd 608" .8 liegen , können nicht 
vorkommen, nnd es zeigt sich eine sehr ausgeprägte Lücke im System der kleinen 
Planeten für das Commensnrabilitätsverhältniss ^, eine Thatsache, die dnrch die 
Beobachtungen bestätigt wird, n, ist eine anstetige Funktion von » , und es 
darf nicht vergessen werden, dass rt, nicht unmittelbar mit der elliptischen oscu- 
lirenden Bewegong verglichen werden kann , nnd dass wir nur die Glieder null' 
ten Grades in Rücksicht gezogen haben. Aus diesem Grunde kann die von ona 
gefundene Lücke nicht identisch sein mit derjenigen, welche sich aas den oscn- 
lirenden Elementen des Berliner Jahrbuchs ergiebt. Wenn wir auf die Glieder 
höheren Grades Rücksicht nehmen, so erweitert sie sich. 

Hat die Constante tt genau den der Bedingung b) entsprechenden Wert, also 
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ongeföhr 607".2, ao lässt das Problem zwei LöBnngen zu, und der Planet bef&nda 
sich gewissennassen in einem labilen Zostande. 

Hierinit ist bewiesen, dass onsere Integrationsmetliode (znnäcbst mit bezog 
auf die Glieder nallten Grades) stets zu braachbaren Besnltaten ftibrt, wie nahe 
auch daa Yerhältniss der mittleren Bewegungen (oder nach tinserer Bezeich- 
nungsweifie der Bewegnngsconstanten) einem streng commensorablen YerliSItniss 
kommen möge, and die angewandte Methode dürfte wohl die einfachste sein, die 
man mit den gegenwärtigen Hilfsmitteln der Hatbematik aufstellen kann. 

6. Eines möchte ich noch hinzafdgen, nämlich daes es ans hiermit gelangen 
ist, einen interessanten Specialfall des Breikörperproblems in aller Strenge zu 
lösen ; nämlicb den Fall , in welchem störender nnd gestörter Körper sich in 
derselben Ebene bewegen und die ExcGntricitätsmodoln beider, sowie die Masae 
des gestörten Körpers gleich Kall sind. In diesem Falle beschreibt der stö- 
rende Körper eine Kreisbahn, der gestörte Körper jedoch eine Bahn, welche (bei 
Annähemng des Verhältnisses der mittleren Bewegangen an einen commensn- 
rablen Bmcb) genähert als eine Ellipse mit der eventnell recht betrachtlichen 
Excentricität ß, and der starken Äpsidenbewegang S, angesehen werden kann. 
Diese Äpsidenbewegang ist retrograd, wenn ff, positiv, n also grösser als 607''.2 
ist. Käbert sich die Masse des störenden Körpers der Noll, so nähert sich die 
Bahn des gestörten Körpers selbstredend der Kreisbahn. 

7. Ich will nun den Begriff der kritischen Planeten strenger definiren, nnd 
solche Planeten kritische nennen, fnr welche die Conatante y namerisch grösser 
ist als eine Grösse rein erster Ordnung; fiir sie ist der Coefficient ß^ seiner 
Grössenordnnng nach grösser als die Worzel ans der störenden Masse, and A, 
kleiner als dieselbe. Für alle nicht kritischen Planeten kann y zu c, gezogen 
nnd annnllirt werden, so dass fi, ^ fi und ä, = * wird. Unter den bis jetzt 
entdeckten Planeten des Hecabatypus scheint sich kein kritischer za befinden; 
dagegen hat es den Anschein, als ob die meisten Planeten des Hildatjpus zu 
diesen zählen, von denen wir nun sprechen werden. 

Die Hauptaufgabe bei der Berechnung der kritischen Planeten ißt die Be- 
stimmung der Constanten Ö, , welche sieb ohne grosse Schwierigkeiten ans oscn- 
lirenden elliptischen Elementen findet. Auf diese Operation im gegenwärtigen 
Teile dieser Arbeit einzugehen, würde uns zu weit Hihren. 

8. Wir wollen nun die Planeten vom Hildatypns betrachten, för welche ft 
nahe gleich | ist. Hierbei kann ich mich kurz fassen , da das Verfahren ganz 
analog dem eben auseinandergesetzten ist Derjenige Teil von B^ , welcher gross 
ist im Yerhältniss zur störenden Masse, hängt hier offenbar vom Argament 3» 
ab, ond ich setze dementsprechend 

S74) pars i£, = ß^ coa-Su' , 

AkUlftt. L K, Om. d. Wi«. n a<tllBf«t. Il«tk.-fkji. KL N. ¥. Bud 1, t. 17 
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woraoa man ableitet 

375) paraÄ", = — o,i_ ^euiSto. 

Durch Einsetzen dieser Werte in die GHeicbimg 188) nnd wenn man dieselbe 
integrirt, so wird der Tom Argument 3w abhängige Coeifflcieat in 8^ 

97fi\ s — ^»° I r ^!"'-» 2ft^^ 1 

876) ^•■"- 3(l-^.)+[6(l-ft) 3(l-^J«lft- 

Wenn man weiter den Änsdraoh 

berücksichtigt, so hat man ans der Gleichung 193) 

277) parsK^+üj — |j>,+J';/J,} co83», 

wo 

ft - i(l-W^.».+ 3(i_^j -3(i_yj.--B.^.-t-B.....+ )_y^ ■ 



878) „^^ ^ C. = ^. 

SO besteht zwischen d nnd d, die Relation: 
979) *, = d-^nY, 

und es ist 

3(l-/tJ - 1 + *, 3(1-^J + 1 = 2 + *. 3(1-^J-1 . *,. 
Für ßt hat man also die Gleichong : 

280) (2*. + ai+pOft = -P^, 
und für y wieder : 

281) r = iß{, 
also 

282) 4, = »-Iffl. 

Weim wir diesen Wert von #, in 280) einführen, nnd ll\ forUassen, so kommt 
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288) ft+M+S = 0, 

wo 

* — 9r^' '-"äiT' 

nnd diese Gleichung diacaÜren wir wie 273). Mit Berückaiohtignng der nnmeri- 
seilen Werte von p^ nnd p[ (die ich hier indessen nur genabelt berechnet habe) 
können wieder drei Fälle eintreten: 

Die GMeichnng hat eine reelle Wurzel, nnd es ist: 

* < + 0.02B7 n < 4B4".5 
jS, negativ und | j3J <: 0.124 
d, negativ and | dj :> 0.0217 
«, <443'^ 

b) i + W7 = »- 

Die Gleichung liat drei reelle Wurzeln, von denen zwei einander gleich sind, 
nnd es ist : 

i •= +0.0257 » = 4M-.6 

(i, = -0.124 nnd — +0.062 

», — -0.0217 nnd = +0.01« 

», = M8-S nnd = 461".9. 

e) ':+w-7<o- 

Die Glleichnng hat drei verschiedene reelle Worzeln, von denen zwei za verwerfen 
sind, and es ist: 

J > +0.0267 » > 4M'.B 

/>, positiv nnd | /), | -c 0.062 

t, positiv nnd | *, j > 0.0140 

», > 45r.9. 

Ich gehe wieder eine kleine Tafel, die (3j, Ä, und w, als Fnnitdon von 8 
resp. n giebt , nnd die ich anch schon in den Astronomischen Nachrichten ver- 
öffentlicht hnhe: 
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Tabelle IL 



1.J» 


n 


log» 


»1 


«■ 


8.41. 


443.0 


8.48 


442'0 


8.76. 


8.00. 


446.6 


H.44 


442.6 


8.88. 


7.00. 


448.5 


8.40 


448.1 


8.95 


— oo 


448.7 


H.4II 


443.1 


8.96 


7.00 


448.9 


H.3H 


443.4 


8.96: 


8.00 


451.0 
4B4.B 
465.1 


8.34 


443.8 


9.01. 


8.4099 


8.34 
8.16 


443.8 
461.9 


9.09. 
8.79 


8.4B 


B.34 


453.7 


&67 


8.50 


4ÖB.9 


H4H 


464.8 


8.60 


860 


467.8 


8.67 


457.2 


8.49 



WO den Logarithmea selbstTerständlich —10 anzuhängen ist. 

Die Lücke amfasst hier die Werte der mittleren Bewegong* von 443" .8 bis 
451 ".9 ; mit Berückaichtigong der Glieder höherer Grade erweitert aach sie sich. 



9. Man kann übrigens schon in der ersten Annäherong die Glieder dritter 
und selbst vierter Ordnnng mitnehmen; die Gleichungen 273) und 283} würden 
dritten Grades bleiben, and bis za den Gliedern dritter Ordnnng sind niiBere 
Sntwicklnngen der Funktionen P und Q ausgeführt. Erst wenn man die Glieder 
fünfter Ordnnng, also in y diejenigen vierter Ordnnng berücksichtigt, werden 
diese Gleichungen fünften Grades ; streng laaten sie folgendermaassen : 



faj)ft =p,+p;/j^+p;'/)j+p;"/j;+.. 



284) 

Die rechte Seite dieser Gleichung bildet eine oonvergente Reihe, da das Ver- 
hältnis —^ die Einheit als Grenze hat, und derCoeffldent jl, wesentlich kleiner 

pf-" 

als Eins ist. Es fragt sich nur, ob für praktische Zwecke die nnmerische Con- 
vergenz der ersten Glieder stark genng ist, damit man die Reihe mit ihnen ab- 
brechen kann. Für die Planeten vom Heeubatypus ist genähert: 

logp. — 7.13-10 logp; = 7.63.-10, 

nnd für diejenigen vom Hildatypns 

logp, = 7.46-10 logi?; = 8.26.-10. 

Die p-Coef£cienten nehmen also nicht unbeträchtlich zu, nnd für die grösseren 
"Werte von |I, wird man unter Umständen gnt thnn , die Reihe nicht za frOh 
abzubrechen. Schwierigkeiten stellen sich der Berechnung der p - Coefflcienten 
nicht in den Weg. Die letzteren werden noch stärker wachsen für die Planeten 



, Google 



TBBORIB DIR KLBÜNBK FLAHXIKN. SIBBXtITBS EAFTTEL. § 3. 188 

vom ThoIetTpns, für dieeelben habe ich die nnmerisclien Eechniuigen nicht ans- 
geführt. 

10. Nachdem ß^ bekannt ist, können wir aach die Fonktioo W^ berechnen, 
was genähert schon dnrch die Formel 359a) geschehen, ^dessen müssen in W^ 
aach die Griieder zweiter Ordnnng berdckBichtigt werden, welche nicht rein erster 
Ordnung sind. Hau erhält leicht aas 185) , wenn wir als Beispiel die Planeten 
vom Hecabatypua wählen, 

para^^ = -2B„+8Jj; = y-^ß,cos2w+^ß',coa4M. 

"Wenn wir also setzen 

pars W, =* ye+j'(C0s2w+ W^.^^cx^B4M, 
so wird: 

ond y ist ans dem Vorigen bekannt. 

11. Die Berechnong derjenigen Glieder nnllten Grades, welche rein erster 
Ordnnng sind, also der gewöhnlichen Griieder, bietet offenbar nicht die geringsten 
Schwierigkeiten; sie erfolgt nach den im vorigen Kapitel gegebenen Formeln, 
nnd man kann dabei, nachdem ß^ bekannt ist, aach gleich die wichtigeren G-lieder 
zweiter Ordnnng mit berächsichtigeo« was indessen meist überflüssig sein dürfte. 



§2. 

Die G-lieder ersten Grades. 

1. unter den Gliedern ersten Grades finden sich merkliche bei den charak- 
teristischen Planeten der beiden ersten Klassen, Wir wollen Eonäohst die der 
ersten Klasse betrachten and als Beispiel wieder diejenigen Tom Heoabatypoa 
wählen. 

Die Argnmente der Glieder ersten Grades sind die folgenden; 
»w ± V und MW ± V,. 
Der Faktor von v ist also nahe; 

»(i-c)±l, 

nnd für {i nahe gleich ^ werden diese Glieder von der FormC sein für » :b 3, 
nnd von der Form D für » = 4 (wie bereits im vorigen Kapitel gezeigt wurde). 
Die ersteren haben also die Argnmente : 

2(c— V nnd Sic — v, , 
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and äie letzteren: 

4w — V nnd 4w — V,. 

Wir merken nne die Beziehungen : 

2(1-^) = 1+d, 2(l-^)-l = &, 4(l-fi,)-l = 1+2».. 

Die Funktion 8, wird zwei merkliche G-lieder der Form C enthalten, die 
wir , wie folgt , ansetzen kömien : 

285) pars S, = «.ijco8(2u'— v)+«,ij'co8{2« — vj. 

In der Funktion if, werden sich diese G-lieder ebenfalls vorfinden, da S anf 
der rechten Seite der Grleichnng 184) steht, diese rechte Seite also nicht rein 
erster Ordnung ist ; ausserdem enthält Jß, die ölieder von der Form D. Wir 
schreiben demnach: 

286) parsB -= jJ,cos2w+/S,t)Cos(2»-v)+|3,ij'co8(2«i — v,) 

+ jj, ») cos (4« — t) + /3, ij' cos (4mi — V J , 

wo ich auch des CMied nullten G-rades, das aas dem Vorigen bekannt ist, wieder 
hingeschrieben habe. 

Die Gleichong 184) giebt mit Yemachlässignng aUer Glieder zweiter und 
rein erster Ordnung: 

r, -^+Jij = 2r,S, = 2a,»jcos(2w-v)+2a,Vco8(2w-vJ. 

Da aber hier offenbar ■■ j , rein erster Ordnung (oder vielmehr noch kleiner) 
ist, so wird: 

T.B, = 2r.s,, 

and wir haben die Beziehnngen: 

287) a. = 4ft, «, = iß„ 

welche also mit Vernachlässigung der G-lieder zweiter und der rein erster Ord- 
nung gelten. 

Mit derselben Genauigkeit wird aber 185) : 



-= -2j3.co82w+(a:,-2/J, + 3/J.)i)cos(2«7-v)+(a,-2ßJVcoB(2«i-vJ 
-2j3,ijco8(4w— v) — 2^,Vcos(4«— vj 

+8jJ,»jco8(2w+v). 
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Wir beröckaichtigen nan, dass wir (Kapitel V.) W bo zerlegen woUen, 
dass die gewöhnlichen Grlieder , sowie die der Form D zu K und die der ^Form 
C zn F kommen ; ich setze dementsprechend ; 

288) parB(^,+^,) = }',8in2w+)',ij8in(4«j— v)+y,ti'8in(4«)— vj+j',ij8in(2w+v) 



) para(--=-| = y,iicos(2w — v) + )',»)'™8(2mi — v,). 



£8 wird dami offenbar, wemi wir die Integration über die G-Heder der Form 
B ausfuhren: 

_ 2jJ, 2)3, _ 2^, _ 3ft 

''' - "1+*, ' ^* " 1+2*,' *■• 1+2*7' *"• ~ 2+d. ' 

oder mit aasreichender Genauigkeit; 

290) Y. = -2(1,, y. = -2ß„ y, = -2ß„ y, = Jft, 

and mit Eäcksicht auf 287) 

290a) y, = _5^, + 3ft, n = -i|J.. 

3. Wir haben jetzt die a- nnd die ji-Coefficienten , also den wesentlichsten 
Teil der Fnnktionen S nnd W ansgedriickt durch die in £ TOrkommenden ß- 
Coeffidenten, und wir können nun zur Integration der G-leichnngen 183) nnd der 
folgenden übergehen. Mit Fortlaaaong der Grlieder zweiten Grades und derje> 
nigen dritter sowie der rein zweiter Ordnung können wir die Gleichung 188) 
wie folgt Scheiben: 

f- = -«.-«.-8«.«.. 

xmd mittels der Entwicklung der Funktion Q haben wir: 



— £4^,V,*)8in(nw+v)— Sjd*','i*'R,Tjsin(MW+T)+£B^jlI,t"oÄ',cos(«w+T) 

— Sili7",»jain (nw— v)— S4~V.',° A^ i)sin (nw— v) +Snf»^i,7"e ^, co8(nw— v) 

-S^l■!,*;,Vsm{nw+v,)-E^+;;V*-SoVsin{nM^fTJ+S«Ml*".-SoC08(«w+vJ 

-2^UW'8in(nw-v,)-I-4-VA''B,V8in(nw-v,)+£v-41":;.',Ä,co8(«w-v.). 

Wir integriren diese Gleichung und behalten im Integrale nur die Glieder 
mit Argumenten einer der charakteristischen Formen: 

2»— V, 2w — V,, 4w— V, 4w—Vt, 
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oder der elemeataren Formen 

V and V, 
bei 

Ich habe in der (rleicbong 291) die G-Ueder nnllten Grrades brabelialteii, so- 
weit sie erster Ordnung sind, da durch ihre Integration GrUeder ersten Gerades 
entstehen ; es ist nämlich nach 190) 



.l.,.(/.m«>.<i>.), = f4^/(-^ 



und diesen Wert müssen wir für das erste Glied rechter Hand der GHeichnng 
391) einsetzen ; nnd zwar erhält man ndt Kücksicht auf 289) und 290a) ; 

parß514,.^8inB«jd(; = Jj-^— -^...^iCSjJ ,— /S,)Ji)Binvd»— Jj-^— 4,.,.o^,/i)'sinT,dp 

+}j^^.,...(2^-^.)Asin{4K;-y)Är-fj-^^,.,ft/V8m(4«'-T.)(ir. 
Femer findet man mit Hilfe der Werte von ü„ K^ nnd S,: 
pareS4;;J.oiJ,sinnw ={i-41.o.ü('i + i-4i:S.i,|3,Usinv + |i-4J:;^|3, + tJ;:;.o)J,t«l'flüiv, 
-iA'.,I'..(3«>)ain(2w-T)-J^i;,/J,V8in(2w-Tj 
+ i-^l*eCi»I8in(4«'— v)+tj4l:?.,/I,ii'8in(4«— V,) 
par8StyiA.,^2C,cosnM' = |4(tX^,^«+iftJ.,.„i3j»)Binv+V^.*.J'»V™'^i 

— i2(til,^^^,+3^jl,.,.,^,|i)8in(2w-v)-2fi^„^jJ,i)'8in(2«)— tJ 
-$*»-!«* jS.i)8in(4«7-v) 
pars 2;:4,.„S, sin nw =i-^M<J'.iIsinv+i^,.,^iS,i)'8inv, 

+i-4.„j3,»j8in(4w-v} + i^„^i3,V8in(4tt'-v,). 

Weiter haben wir unter den Gliedern erster Ordnung in 291) die folgenden 
zn berücksichtigen: 

A'^^^ ij' sin V, , A'^.l\ 1] sin (2m)— y) , A''~^^ »j' sin (2w— v,) , 

■^mIo ^ Bin (4w — v) , A^_^ %' sin (4«?— v,). 

Endlich geben die mit JB, maltiplicirten Glieder den folgenden Teü: 

- M;.'.:r ß, ij sin (2w - v) + i \A*\^^ - i^:V.V* !/»,))' »in (2w - v.) 

-k-d7vr+M7ii'1^.»?8m(4«-v)-ii47;r+i^;i;-*i/'.^™(4«'-vj, 
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und die mit K^ miUtJplicirteii den folgenden: 

+ i 2/* jlit.'^ - 2^ J ;;/; I (3, ^ sin V + i 2p^i+'.', - 2/1 J i-^', i ^, V sin V, 

+ 4^-d^i^ jj, )j sin (2w — v5 + 4(»^ ;-'.', /3, ij' Bin (2mj — V,) 

- 1 2/t^J:?, - 6MiT". ! ^, t) ein (4w - v) - 1 2(t^;-'?, - 6^i:;', } ^, ij' ein {4w - v J. 
Wenn wir alle diese Werte einsetzen in 291), so findet flieh: 
9Q9^ ^ . 



dv 



'■ — «eVo^Isinv — oi^,»J ainv, 

— aj7i-'e *) ein (Sw — v) — o J^o'i •?' ^in (2» — v,) 
— a'~l*^ 1} sin (4'c — v) — 0^7^" »j' 8in(4u' — v J , 
wo 
292a) a'*l\ = qTß, + 9Tß, + QTßä 

C'. = ^'^^r + Cßl + QTßt + ^^ß* 

nnd wo 

292b) 8i" = 4M..o.6+i-Ji:v.r-4-ir'.'r-2Mi!'/4+2^^i:^ 
2?^-}(i-2p)A*.+i^;:t, 

Die j1- sowie die 3 - Coefficienten können berechnet werden und aach ß, ist 
ans dem Vorigen bekannt. Ich habe in den vorstehenden Formeln für (i, den 
Bmch J gesetzt, da dadarch nnr Glieder rein zweiter Ordnung vernachlässigt 
werden. Wenn man anch jt = J setzt, so würde der Coefficient J,,-,., im Ans- 
druck von 9'," verechwinden. Die Coefficienten /S„ ^„ |3, und j3, sind noch unbekannt. 

Ich will znnSchst denjenigen Teil von S^ bestimmen, welcher von der Form 
C ist, also in erster Linie die Coefficienten et, und o^ £3 ist 

AbMlga. i. E. Om. a. Viu. h GGttlBira. HdlL-itra. EI. K. F. Bud 1, i. 18 
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T,S, = — ai7,'?,/ijsiii(2w— v)dtJ— o*7,'',Ji)'Bm(2w — vjdt), 
nud die Integrale baben wir nacli 214) anszafiiliren and dabei za setzen 

r 1 

Jsm{2w—v)dv = — -pco8(2«) — ff) 

j(/sin(2w— »)dff' = — -^sinl^ — «) 



Wir bebalten des kleinen Divieors 9, wegen in 214) die beiden ersten Zeilen bei 
nnd erbalten: 

™ « OiTi'Ji, l ,a \ 1 dncoall . ,„ ,1 dneinÜ ^ J 
T.Ä, = -j^ {ricoB(2w-y)—g ' sin(2MJ— ») — ^--^ C08(2w— ff)| 

oi"«'! 1 / /n \ 1 dw'cosil. , ,. .1 dm'ainJI, ,_ J 
+^' jV«>9(2w-v,)-j^ _L__.gu,(2„_t,)__ _t___icofl{2w-t.)j. 

Für T,S, ist also die Gleicbnng anzusetzen: 
293) T.S, = ii(,ijcoB{2tt;-v)+a,Vcoa(2K'-v,) 

welche strenger ist als 285); a, and a, bestimmen sich ans den Kelationen: 

' *,«, - Äii:,+q':<ß,+tf,'ß„ 

WO ß, bekannt, aber ß^ nnd ß, zunächst unbekannt sind. 

Bei der Integration der öbrigen Teile von S, brauchen wir in 214) nnr die 
ersten Zeilen beizubehalten, da dnrcb die Integration keine kleinen Divisoren 
entstehen, und es wird : 

r S, = a**" « cos V + a'^'!, n' coa v, 

T^S, = Y+i^- ^ "^^ (4» ^ v) + ^"^ g'j 1)' cos (4w - vj. 



8. Wenn wir in der Grleichung 184) alle Glieder zweiten CSrades, alle 
solchen dritter Ordnong nnd alle solchen rein zweiter Ordnnng fortlassen, 
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dagegen die Glieder nnllten GradeB mitnehmen , soweit sie erster Ordnung sind, 
Bo kommt; 

m ^+» = 2S.-P.-«.f-^-9.(f)-«,(f)+2S,+2S.S,-P,-2S.P., 

In diese Gleichmig setzen wir fär die dort fongirenden Ansdröoke S„ Q^ 
IL8.W, die £riüier gefimdenen Entwicklongen ein, wobei ich nur an die folgenden: 



(^\ - -(l+2#,)/S.i)sin(4K;-v)-(l + 2*J^,V8in(4w-T,), 
sowie an die Äosdräcke 393) nnd 294) für S, erinnere. So ergebt Bich: 
296) ^+9 = *.*.«o«2» 

+ K"* »I cos V + fcjit", 1)' 008 V, 

+ (2a,+ &t:^.}ijco8{2M>-v)+|2B,+6i:i*Jii'coe(2w-v,) 
+ K"t V coß (4» — v) + 6iT"i q' coa (4mj — v,) 
2( dMCosJT dv'coall,) . ,_ . 

2( dijsittiT , dw'sinJT, ) ^ . 

-5ri«--^d^+''-^Tir^i""<^«'-*')' 

wo by^ atu dem § 1 bekaimt ist und wo: 
296a) 4™ = pT+P'l'ßt+PTf.+PTß. 

'S'i = p''+p"ß,+p'"ß,+pTß, 

»;:". = pT+p'.'ß.+i'i'ß.+pfß, 

Die j)-Coefficienten könoen bereclmet werden, da eie nur von den Ä- and B- 
CoefQdenten abhängen; sie sind gänmitlicli rein erster Ordnnng. Hire Ana- 
drQcke will ich hier nicht ableiten , da nns dies zu weit in die Details fähren 
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würde ond da sie überdies in der pag. 117 citirten DisBertation des Herrn Ia* 
dendorff sich vorfinden , anf welche ich überhaupt betreffs verschiedener Einzel- 
heiten verweise. 

Die &leicbimg 296) iategriren wir nach 197) bis 199), za denen man nodi 
den Acsdmck 220a) ziehen kann; ausserdem ermitteln wir den ans dem Oliede 
nullten Grades entstehenden TeU nach der Formel 201). 

Wenn wir demnach setzen 

297) pars^, = t^isintf— ^.cobv, 
so wird: 

298) f _ 1^(4^] '^\2u,+v)± ^^] ""(2«,-r) 
iv) 

. .rf+n ( COS/ . V J- COS/ \\ 

1 I d*)eo8iT , dii'oosTI (( , 8in„ , sin,- „ .1 
9, ( dv * dv \ (sm sm^ ') 

+i''i:."i!v™^f4«-v.+.>)±,'T(4«>-v.-K)l. 

" ••' ( sin • ' ' 'sui^ ' ') 

In den beiden ersten G-liedem setzt man nach 289) : 

{ dV\ eo8,o . . y, { cos, , cos.. . ,( 

lÄrJ.ai.(2"'+'') = fKin '' + "' + ' sm'*"-^ + '''i 
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ond dann integrirt man den Ansdmck nach 221) und 282); indeesen fOhreu 
wir die Integration derjenigen Glieder nicht ans , in denen das Argument w 
nicht auftritt; und bei AasfUhrong der Integrationen /i)«os(4w—v — t>)dv und 
Jn' aos{^~-v^ — v)dv nach 221) müssen wir die Glieder mitberücksiditigen, welch« 

die Differentialqnotienten — —^ , -^-5 n. s. w. enthalten. 

Dann wird; 

+l^+l*.':?;lj±Tii^Cs(2"-'+')-T^'tP«'-'-"| 

1 j ii<|im/r (iVmijr, 1 1 1 gm 
■^4,P lit "^^ d« |ri+», cos 

1 (m-ii , f**.e-t Hj. (8™/^ , \, 1 dij'coeJZ.coa. 1 dw'siiL/T, sin . ) 

4*, ( '" d, '*)( 'cos' ' 2o, a« 8U1' 2*, dv cos' '| 

Die in den beiden ersten Zeilen stehenden Glieder führen in p zu Gliedern 
der Form B; wir wollen zonfichet ü, bestimmen nnd sie deshalb einstweilen 
bei Seite lassen. 

Wenn wir jetzt mit HiKe der Ansdrücke 299) ond 297) ü, bilden nnd uns 
zogleich erinnern, dasa wir es in der Form 286) darstellen woUen, so wird offen- 
bar der Anutz für diese Fonktion in ihrer Tollständigen Form, wie folgt, za 
machen sein: 



2<J, 
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300) R, -= (3,ijco8(2w-v)+|3,ii'cos(2w-v,) 

+ /J^ 1) coß (4m> — v) + j3, ij' cos (4«J — V,) 

2 1 dijcoßJT . drj'coall,] . ^ . 
#,(1-*I) { ' dv ^ ' dv ) *■ '' 

2 I dnäiall , drj' Bin JI, ) ,„ 

nnd für die ^-Coefficienten gelten die Gleichnngen : 
800a) 

« __JSi_ (g+a^JM.../. . _ ta.'. ( 2+3<,)(>t„..n 

'^'"° 4J,(1+*,-) 4«;(l+J,)(2+i,)' l^'" 4ä,(l+«J 4i!;(l+«,)(2+c»,y 

Die (Grösse S^ kann hier mehrfacli vernachläseigt werden , z. B. in den Fat- 
toren (1 — d|), (1 + d,} n. s. w. Wir baben non die nötigen Gleichnngen abgeleitet 
ZOT Berechnong der a- nnd der /)-Coefficienten; es bleibt nnr noch übrig, sie 
arithmetiscli za lösen. Ich stelle daza die Gleichnngen 298a) and 800a) znaanunen 
in der folgenden Form, indem ich zagleicb anf die Relationen 296a) Rücksicht 
nehme: 

'.«■ = ^fli + Cft + S?'^. 

d,«. = ^;T;.',+9i"i),+«;'ft 

(l-dS/i, — 2«,+K'+rf'ft+rf'/',+??'^. 

Man könnte in den letzten beiden G-leichongen die Coefßcienten y^ ond }>, 
durch ihre Ausdrücke 290a) ersetzen. Indessen wollen wir daraof Büc&aicht 
nehmen, dass die beiden Glieder, welche diese Coefficienten enthalten, sehr gross 
sind nnd bei den kritischen Planeten im Allgemeinen sogar grSsaer sind als 
die vorhergehenden. Deshalb wollen wir ans einen strengeren Ansdrack ffii 
dieselben beschaffen , was mit Hilfe der Gleichung 185) nicht schwer ist. Ich 



801) 
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habe in § 1 gezeigt, Absb der Caef&cient ß^ im Maximam voq der Gröesenord- 
nung der Kubikwurzel aas der störenden Masse ist ; ob dies nun aach von den 
übrigen Coefficienten der charakteristischen Glieder gilt, lässt sich nicht ohne 
Weiteres sagen; nimmt man es an, so könnte man die dritten Potenzen aller 
dieser Coe^cienten mit der störenden Masse vergleichen and zugleich mit den 
Gliedern rein erster Ordnung vernachlässigen. "Wir wollen demnach aus 185) 
y, and y, bestimmen mit Fortlassnng aller Glieder dritter nnd aller rein erster 
Ordnung, aber mit Berücksichtigung der Quadrate der ^-Coeificienten. Die letz- 
teren entstehen aus dem Gliede 3^*, denn es ist : 

pars3R' = 3/S,)S.ijcoB{2tc-v) + 3j?,^,.j'cos(2w-v.). 

Danach wird also: 

^ y. = -|^.+3^,+3^,^. 

Wenn wir non zwischen den ersten vier der Gleichungen 301) die beiden Coef* 
flcienten a, nnd a, eliminiren und in die beiden letzten die eben für y, nnd y, 
gefundenen Werte einsetzen, sowie berücksichtigen, dass (3, bekannt ist, so er- 
halten wir vier Gleichangen von der folgenden Form : 



803) '^' 

<ß. 



= a, + a.ß, 
= K + Kß, 

= o;+a;)S, 

= K+Kßr 



In denselben sind nur die vier ß - Coefficienten unbekannt. Die Bezeichnongen 
a„ b, n. a. w. fUr die numerisch bekannten Faktoren will ich hier nnr ganz vor- 
übergehend gehranohen; es ist zu bemerken, dass einige von ihnen von der 
Grösse d, abhängen , also nicht endgiltig berechnet werden können , ehe dieselbe 
bekannt ist. Es wird sich darum empfehlen , auch hier , wie bei ^, eine kleine 
Tafel zu berechnen, die die j)-Coefficienten für verschiedene Werte von d, giebt. 
Ans derselben wird man später nicht nur die richtigen Werte der ß entnehmen 
können, sondern man wird auch eine TJebersicht haben, wie dieselben sich mit 
d, ändern, also ihren Verlauf ähnlich stndiren können, wie wir es mit ß, mit 
Hilfe der Tafel auf pag. 128 gethan haben. 

Sobald die ß gefunden sind, lassen sich auch a, und a, nach 300a) sowie die 
y berechnen; die letzteren zunächst wenigstens genähert. 

4. Es bleibt nun noch die Fonktion (p) zu bestimmen nnd hierzu müssen 
wir aof die Gleichnng 299) zurückgreifen. Wir haben: 

(p) = j,flin»— j.cofio, 
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wenn wir in 17, and g'^ nor diejenigen Grlieder aaineloDen , welche zn ti-Iiedem 
der Form B fUliren. 

Ich bezeichne der Kürze wegen in 299): 



', - K",-ir^f^y. 


*. - C.'.+fer. 


804) 




', - Ki,+^r, 


K - K€+^r.. 


nnd diese Coefücienten sind bekannt. 


Wir haben dann zn setzen: 



g, — W / fiGoandv-\-^j ii'cotill^dv+^j i)C08{2v— 77)d» + ^ / ij' co8(2o— iTJdv 

?, = ^ / qatbndiH-^ / 'n'amn,dv+^j iiBin{2t>- J3)dt) +^ / V sin (2» -77,) de. 

Der Integration dieser Aosdrücke stellen eich keine Schwierigkeiten ent- 
gegen , wenn man die Relationen 10) nnd 154b), Bowie die daraos folgenden : 

,r (2.-/7) - ,"»(2r-„) + S«.'*'(2.-«J 
'sin^ ■" sin' ' ^ 'am'' *^ 

' sin \ *' ■ Bin ^ " 

bedenkt. Es ist: 

/CO8 TTj a. " sin , _ *. sin 
'sm s cos ■^s, 008 " 

/cos ,n „, , , * sin ,„ V j. Ti ". sin rt, , 

ij . (2v — II)dv = ±-;f (2v-gi)±S n '— (2tJ— fl)J 

nnd hiemach erhalten wir für (p) den Ausdruck : 

nnd da derselbe mit dem folgenden identisch sein soll: 

(ff) = äCC08{u — (»)+ 2«, cos (tf— (!>.), 

'80 erhält man znr Bestinunnng von s die folgende Gleichnng: 
BOÜa) 2b = »,+-^, 
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und ztiT Bestimmmig der x, die folgenden: 



305b) 



\2,,-k-^U = \k^^]k. 



2-g.J 



Man kann indessen wohl stets mit ausreichender G-enanigkeit setzen: 
^= 2- 



■ 2(s-s)- 

Nichts hindert übrigens, die Gleichungen 805a) and 305b) nnmeriach so streng 
zn lösen, wie man will. 



5. Zuletzt ist die Funktion W^ resp. ihre Teile K, und F, zn bestimmen, 
denn durch die Werte der y, die wir im Vorigen abgeleitet haben, iat sie nor 
genähert bekannt. 

Ich will indessen darauf hier nicht näher eingehen , da die Operationen den 
Vorigen ganz analog sind and da Herr Ladendorff in seiner genannten Disser- 
tation die betreffenden Entwicklungen giebt. Man hat erstens alle Glieder mit- 
znnehmen, weldie bereits auf der rechten Seite der Gleichung 186) einen merk- 
lichen Beirag haben, und zweitens die der Form C, da die letzteren durch die 
Integration der genannten Gleichnng vergrössert werden. Der gröaste Teil von 
W, wird offenbar der folgende sein: 



806) 



pars W^ = parsF, = ~t]8m{2w — v)+^^' Bm{2w—-v^. 



6. Nachdem die charakteristischen und die elementaren Glieder bestimmt 
sind, lassen sich die gewöhnlichen Glieder ohne Weiteres nach den Formeln des 
vorigen Kapitels berechnen, und zwar wenn man will, gleich mit Berücksichti- 
gang derjenigen Glieder zweiter Ordnung , welche nicht rein zweiter Ord- 
nung sind. 

7. Auch die Bestimmnng der Funktion j kann ich übergehen; der charak- 
teristische Teil derselben stellt sich in der Form 



307) 



pars 3, = £. sin^' sin (4m> -»)-!-?, sin/ sin (4» — »i) 



dar; denn j enthält keine merklichen Glieder der Form C und überhaupt keine 
Glieder nnllten Grades; allerdings sind noch die Glieder hinzuzufügen, welche 
d sinj cos ff (2 sin/ sin ff 



die Differentialqnotienten 

Atikdlfn. i. S. Otm. i. WIu. in C«Ui|Mi. 



u. 8. w. enthalten. 
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8. Die Planeten vom Hilda- and Thnletypos werden aich in derselben Weise 
bebandeln lassen , wie die vom Hecabatypns and ich brancbe auf sie hier nicht 
einzugehen. lieber den Planeten Hilda habe ich einige Kechnnngen angestellt ; 
die Ztmahme der A- and der B - Coefflcienten mit der Ordnung der Glieder ist 
hier schon merklich stark , and sie wird bei denen vom Thnletypus noch erheb- 
lich stärker sein ; es scheint, dass bei diesen Planeten die Lücken in den Werten 
von n, bei 460" nnd bei 400" sehr gross sind, sobald die Excentricitätsmodoln 
einigermaassen merkliche Werte haben, so dass d, hier beträchtlich grösser bliebe 
als beim Hecabatypns. Dagegen scheint es , als ob die oscnlirende elliptische 
mittlere Bewegung sich sehr der strengen Commensnrabilität nähern, vielleicht 
sogar durch sie hindurchgehen kam). 



9. Es bliebe nan noch von den charakteristischen Planeten der zweiten 
Klasse zu sprechen. Für diejenigen vom Hestiatypus (fi nahe gleich i) habe ich 
die nötigen Ableitungen in meiner pag. 7 citirten Abhandlang gegeben; die 
Bezeichnnngen sind dort von dea oben gebrauchten allerdings etwas verschieden. 
Die Grlieder der Form D haben hier die Argumente 

3it) — V nnd 3w — v, , 

nnd Glieder der Form C kommen anter denen ersten Grades nicht vor, wo- 
durch die Entwicklangen erheblich einfacher werden, als bei den charakteristi- 
schen Planeten der ersten Klasse. Da die Funktion V nur Glieder der Formen 
A oder C enthält, so ist also hier V, = 0. Ferner sind S, , B, und M\ rein 
erster Ordnung. Man würde also den Ansatz für den wichtigsten Teil der 
Funktion R^, wie folgt, zn machen haben 

308) ' parsJJ, = |3,»)Co8(3k>- v) + ^,»j'oos(3w-v,) . 

nnd für die Funktionen TF, nnd JT, 

806a) pars TT, = parsZ^, = j',7)8in(3w— v)-|-j',»)'9in(3(D — vj. 

Für die CoeftiGienten y, and ^, hat man: 

308b) y. = -2ß, y, = -2ft. 

Mit Hilfe dieser Aasdräcke ist man im Stande, die rechten Seiten der Glei- 
chungen 183) bis 185) mit Beriickaichtigong der wichtigen Glieder zweiter Ord- 
nnng zu ermitteln, indem man ähnlich verfährt wie oben. Die Coefficienten ß, 
and ßt bleiben zunächst unbekannt , bestimmen sich aber sehr bald durch sehr 
einfache Gleichungen. Auch auf diese Planeten brauche ich hier nicht des Nä- 
heren einzugehen, da unsere am vorigen Beispiel gezeigte Integrationsmetfaode 
allgemein giltig ist. 
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§8. 
Die Glieder zweiten 6-radea. 

1. Bei der Integration der G-lieder zweiten Qrades haben wir zn bemerken 
daes hier die Grlieder der Form Ä zun ersten Mal auftreten. Wir werden die* 
selben jedoch, gerade wie bei den gewöhnlichen Planeten, von den übrigen Glie- 
dern trennen nnd gesondert berechnen. Es lassen sieb dann die charakteri- 
stischen wie die gewöhnlichen Glieder nach ganz denselben Metboden berateilen, 
die ich im Vorigen angewandt habe; es werden selbstverständlich die Entwick- 
langen hier umfangreicher. Fär die Planeten der ersten Klasse verweise ich 
zonächst aof die pag. 117 citirte Abhandlung des Herrn Ludendorff, und für 
die der zweiten Klasse auf die pag. 7 citirte schwedische von mir. 

Nur über die Glieder der Form A will ich einige Bemerkungen machen; 
diese Glieder sind bei den charakteristischen Planeten wesentlich grösser als hei 
den gewöhnlichen und können hier nicht immer vernachlässigt werden. Die Me- 
thode zn ihrer Ermittlung ist dieselbe wie im vorigen KapiteL Es ist zunächst 
die Gleichung 183) mit alleiniger Berücksichtigung dieser Glieder aufzustellen: 



r. (^)^ - - T.( Q. -f-3S, Q.+ 3S, ft + 3S, « .(■ 



2 dv. ' 



Schon bei der Besprechong der gewöhnlichen Planeten ist gezeigt worden, 
dass die Glieder erster Ordnung auf der rechten Seite dieser Gleichung sich 



anfheben. Wir müssen auch hier 



ersetzen durch einen Ausdruck, der auf 



dieselbe Weise herzuleiten ist, wie 247] ; nur wird man bei den charakteristischen 

Planeten Glieder mitzunehmen haben, welche dort vernachlässigt worden sind. 

Wenn man in W, alle elementaren Glieder erhalten will , so moss man in 

-j- alle Glieder rein zweiter Ordnnng der Form A berücksichtigen, wie schon 

oben bemerkt wurde. Die Zahl derselben ist aber auch hier unendlich und ihre 
Berechnung bis zu einer gewissen Genauigkeitsgrenze ist äusserst umständlich, 
wenn sich ihr auch keine principiellen Schwierigkeiten in den Weg stellen. Nun 

aber sind diese Glieder der Form A , welche in —r~ rein erster Ordnnng sind, 

in W auch bei den charakteristischen Planeten so klein , dass man sie gänzlich 
fortlassen kann. Das Hauptaugenmerk bei AnfsteUnng der Gleichung 309) hat 
man also auf diejenigen Glieder zu richten , welche zweiter (und höherer) Ord- 
nung, aber rein nur erster Ordnnng sind. 

Ich will mit m eine Grrösse bezeichnen , welche ihrem Betrage nach direkt 
mit der störenden Masse zu vergleichen ist. Ansserdem will ich mit h eine 
Grösse bezeichnen, die mit den Coefficienten ß resp. y an Grösse vergUcben wer- 
den kann, die also erster Ordnung ist, aber den kleinen Divisor d, enthält. Es 

19», . 
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werden demnacli die G-lieder von den Ordnungen mk und mJ^ sein, die man bei 
der Aafetellnng der Gleichtmg 309) zu berücksichtigen hat Da also die rechte 
Seite dieser G-leichimg Glieder der Ordnung mk enthält , so könnte man daraus 
Bchliessen , dass die Funktion S G-lieder der Ordnung fc enthielte , die daiui in 

d. 



3. Ich habe bei Gelegenheit der Berechnung des Planeten Hestia sehr ein- 
gehende Untersachongen über diese Glieder gemacht und gefimden, dass sich 
bei den Planeten vom Hestiatypus die Glieder von der Ordnung mk im Ausdruck 

von — :r—^ ü[> ähnlicher Weise gegenseitig aufheben, wie die Glieder erster Ord- 
dv 

nnng , so dass die rechte Seite der Gleichung 309) in der That nur von der 
Grössenordnong mk' ist, wenn ich absehe von den Gliedern rein zweiter Ord- 
nung, die unerheblich sind, wie üben bemerkt. Für die Planeten vom Hestia- 
typus gilt die Relation 



').= ^".A 



drjTi' cos {n~n,) 



die ich hier ohne Beweis anführe , nnd wo ß^ und ^, die durch die Gleichung 
308) definirten Coefäcieuten sind. Der vorige Ausdruck kann im Allgemeinen 

nicht ohne Weiteres integrirt werden, da (■t— ) nicht gleich -j-*- ist wegen des 

Vorkommens der Funktion V in den Argumenten. Man hat streng genommen 

Für die charakteristischen Planeten der zweiten Klasse ist aber die Funktion V 
Glieder der Form A, so dass also : 

rfr.g. (dS\ 

dv ■" -[dv)^' 
und 
310) T.S, = 2ß,ß,tp)'coä{n~n^). 

Weiter habe ich für T, R^ den Ausdruck hergeleitet : 
310a) T.Ä. = |3|V^-6^.^Wt^os(27-77,) + ft1)'', 

wo, abereinstimniend mit dem Vorigen, die Glieder rein erster Ordnung fortge- 
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lassen sind. Endlich folgt : 

810b) -^^jS. = T,(^-) - ^ß\,|•-^,ß,r„'co•{^-^,)+^ß•,i•. 

Die Integration dieses Aasdrack» geschieht nach den Formeln 265); der 
numerische Betrag von T. W^ kann hiemach immerhin ein recht beträchtlicher 
sein ; die Rechnong für Hestia hat gezeigt, dass er die grössten nberhanpt vor- 
kommenden Störongsglieder enthalt; da sie indessen von sehr langer Periode 
sind, so sind sie von geringerer Bedentnng, was sich am besten übersehen lasst, 
-wenn man sie in secolarer Form darstellt (vgl, Kapitel VIII nnd pag. 85). 

3. Für die Planeten vom Hecnbatypas ist Herr LudendorfF (vgl. pag. 117) 
zn sehr interessanten Resultaten gelangt, die mit den eben besprochenen in 
TTebereinstimmong sind. Bei diesen Planeten treten auf der rechten Seite der 
G-leichnng 309) ebeni^ls Glieder der Ordnungen tnk, mk* a. a. w. anf ; es ist aber 

hier nicht, wie oben — -^—^ = T, l-j— j zn setzen. Vielmehr hat man 

dv ' dv '\\dv), \dv}, Uf /,[■ 

\-j^] enthält auch hier keine Glieder der Form A, aber (-j-*-) enthält 
solche und zwar von der Ordnung A'. Demnach würde die Funktion T, S, Glieder 

Ä* Ä' if 

der Ordnungen — , — , — ^ , k , k' u. s. w. enthalten. Herr Ludendorff hat nnn 

k* 
bewiesen, dass sieb die Glieder der Ordnungen — und k gänzlich, sowie die der 

Ordnungen — und — j- mit gewissen Modifikationen gegenseitig aufheben. Es 

steht darum zu vermuten, dass auch bei den charakteristischen Planeten der 
ersten Klasse die Funktion .S von der Ordnung k* ist, wenn auch der Beweis 
hierfür noch nicht in aller Vollständigkeit gegeben ist. 

Die grössten Glieder der Form A, welche in W^ auftreten können, hat Herr 
Ludendorff in seiner Abhandlung pag. 34 gegeben ; dieselben können eine ge- 
wisse obere Grenze nicht überschreiten, da j,, das eigentlich an Stelle von d 
in den Ausdrücken Herrn Ludendorffs stehen musa, nicht beliebig klein werden kann. 

§4. 
Die Glieder höheren als zweiten Grades und allgemeine Bemer- 
kungen über die charakteristischen Planeten. 
L Bei den gewöhnlichen Planeten war gezeigt worden , dass die Mitnahme 
des einen oder des anderen Gliedes dritten Grades nnr in Ansnahmeiallen ge- 
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boten ist. Handelt es sich jedoch am charakteristische Planeten, so kann die 
MitnaJime solcher G-lieder ernstlich in Frage kommen und namentlich bei den 
kritischen Planeten ist sie geboten, wenn man Kesnltate von aasreichender Ge- 
nauigkeit erbalten will. £s handelt sich dabei nicht am die Glieder höheren 
als zweiten Grades in der Entwicklang der StSrangsfonktion , d. h. in den Ans- 
drucken für Q, P ond Z, welche wir oben vernachlässigt haben; denn die A-, 
B- ond C-Coefficienten, welche dort vorkommen, sind sämmtlich rein erster Ord- 
nung. Die Glieder in diesen Änsdräcken fallen bei den charakteristischen Pla- 
neten dnrcbans in ähnlicher Weise wie bei den gewShnlicben ond zwar nach 
den Potenzen der Excentricitäts- und Neigangsmodnln. 

Die Formeln 190) , 201) u. h. w. zeigen aber , dass bei Integration eines 
Gliedes n-ten Grades ancb Glieder von höherem als n-ten Grade entstehen, da 
die Funktion V in den Argnmenten vorkommt, worauf wir oben schon Kücksicht 
genommen haben. Es wird sich zeigen, dass bei den kritischen Planeten solche 

Glieder höheren Grades mitzunehmen sind , welche aas den mit — t— maltipli- 

cirten Gliedern in den genannten Formeln entstehen. 

Nehmen wir z.B. die Formel 190), welche bei Integration der Glieder 
nullten Grades in S und W anzuwenden ist : 



/sin , 1 cos , |it TdFi 

cos ^n(l — (ijsin 1— f*i^ av < 



Die aas dem zweiten Glied rechter Hand entstehenden Glieder will ich 
nach Gyldto's Vorgang „exargnmentale Glieder" nennen; man erhält sie, indem 

man für -^ — seinen Wert einsetzt ; da die Funktion V bei ans nur langperio- 
dische Glieder der Fonnen A und C enthält, so erzeugt ihr Produkt mit ge- 
wöhnlichen Gliedern nur wieder gewöhnliche Glieder; and diese erzeugen ihrer- 
seits bei ihrer Integration wieder neae ezargnmentale Glieder, so dass man eine 

Keihe erhält, welche einmal nach positiven Potenzen von -3— and ausserdem 

nach negativen Potenzen des zu dem Gliede gehörigen Divisors fortsdireitet. 
Wir wollen ans dieses Verhältniss klar machen, indem wir annehmen, die 
Integration 

811) /^",(A.--„F)* 

sei auszuführen. Die Reihe der exargomentalen Glieder schreitet dann fort 

nach positiven Potenzen von »— j— ond nach negativen von A, (oder wenigstens 

von Grössen, die sich von A. nur um Grössen der Ordnung d^ nnterscheiden). 
Auch die Faktoren von v in den exargomentalen Gliedern können sich von Jl. 
nar nm Grössen dieser Ordnang anterscheiden, Ist also das Glied 311) ein ge- 
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-wölmliches , so sind die zngehSrigen exargamentalen Grlieder aach gewölmliche, 



Weise, wie die nach Potenzen von R oder S fortschreitenden Reihen; da aber 
V mindestens ersten G-rades ist, so fallen diese exargamentalen 6-lieder aach 

noch nach den Potenzen der Excentricitatsmodaln ; man wird übereinetimmcnd 

mit dem Vorigen aoch hier die Glieder dritten Grades vernachlässigen. 

Ist das Glied 311) ein elementares , so ist der Faktor n von V stets gleich 

NoU; es treten dann nberhaapt keine exargamentalen Q-lieder anf; dämm ist 
anch z. B. stets 






dv ' 



Wir müssen aber den Fall besonders beachten, in dem das Glied 311) von 

der Form C also charakteristisch ist, denn am ihn dreht sich in erster Linie 

die Frage nach der Braachbarkeit anserer Methode. Die Reibe der exargomen- 

1 dV 
talen Glieder schreitet hier nach Fot(«izen der Grösse -5- -j— fort and es iragt 

sich, ob (J, klein genng werden kann, nm diese Reihe zur Divergenz zu bringen, 
leb habe bereits in den Astronomischen Nachrichten No. 3346 gezeigt , dass dies 
nicht der Fall ist, will aber hier diese Frage etwas specialisiren ond mich zu- 
nächst wieder an die Planeten vom HecnbatypuB halten. Wir hatten oben die 
Gleichang 

(-3— I = 7,*ieos(2tö— v)+y,j]'cos(2«'~vJ 

abgeleitet und die Coefficienten y, and y, von der Ordnung jt d. h. -^ gefunden. 
Wir nehmen zunächst an, dass d, nicht sehr klein ist, so werden die bespro- 
chenen Reihen, welche nach Potenzen von Grössen der Ordnong -xr*. fort- 
schreiten, offenbar stark genug iaUen. Lassen wir 4, aber abnehmen bis zu einem 
Wert von der Ordnung 

V'm, 

so wird die Reihe weniger stark fallen , für diesen Wert von 8, aber immer 
noch ebenso stark, wie eine Reihe, welche nach den Potenzen der x, fortschreitet, 
also im Wesentlichen ebenso wie die Entwicklung der StÖrungsfunktion. In 
diesem Falle bietet die Integration keine Schwierigkeiten ond man wird die 
Glieder dritten Grades im Allgemeinen fortlassen. 

3. Anders stellt sich die Sache , wenn S, kleiner wird als eine Grösse von 
der Ordnong ^m ; dann fällt die R^e schwächer, ond man ist gezwungen, die 
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exargomentalen (und nnr diese) Glieder höheren als zweiten Grades mitzonehmen, 
80 weit wie es ihre nnmeriscben Betrage erfordern. Die Planeten, welche nnter 
die letztere Klasse fallen , sind es , welche ich kritische nenne. Es ist noch die 
Frage, ob es überhaupt solche in nnserem Sonnensysteme giebt ; vielleicht ge- 
hören Hilda nnd Ismene zu ihnen. Indessen kann d, niemals so klein werden, 
dass nnser Verfahren anbraachbar wird, was ich jetzt zeigen will. 

Dieser Beweis ist in ganz analoger Weise za führen, wie ich ihn für die 
Glieder nollten Grades bereits gegeben habe. Greifen wir zurück snr Glei- 
chong 262), indem wir nns dort sänuntliche Glieder der hSheren Ordnungen hin- 
geschrieben denken, soweit sie nicht rein zweiter Ordnung sind: 

pajsf-^^ + B] = (J>,+Plß,+Plßl+ )cos2io. 

Die Convergenz der Reihe rechter Hand wnrde pag. 132 bewiesen. Integriren 
wir die vorige Gleichung, so wird der Teil des Integrals, welcher nnllten 
Grades ist, 

pars JJ, = ^jCos2w. 

Aosserdem treten aber exargnmentale Glieder anf , welche von den Formen D 
and B sind; die der Porm B führen wir zn (p) hinüber, so dass der betreffende 
Teil von B durch eine Reihe der Form 

812) parsÄ = S ^^x-'cob[(1-3.)v + D,] 

sich darstellt , wo die o, Coefficienten bedeuten, welche von der Ordnung Eins 
sind , wenn sie sich auch von der Einheit nomerisch erheblich unterscheiden 

können. Streng genommen fallen sie nach Potenzen des Verhältnisses a = —; 

diese Abnahme ist jedoch vollkommen illusorisch, da sehr grosse Zablenfaktoren 
hinzutreten, x soll eine Grösse von der Ordnung der Excentricitätsmoduln be- 
zeichnen, und die ä. sind Grössen von der Ordnung tf, resp. ff,. 

Wenn wir nun in ähnlicher Weise die charakteristischen Glieder ersten 

Grades in der Gleichung 184), also den Ausdruck 1 , - + R) integriren, so 

erhalt^i wir den hieraus entspringenden TeU von R in der Form : 

312a) parsB = ±-^,^x'co8[(l-3':iv+D:], 

wo ich a', und S^ schreibe , da diese Grössen mit den in 312) figurirenden nicht 
identisch sind; indessen sind sie von derselben Ordnung. 

Wenn wir ebenso mit den Gliedern zweiten nnd höheren Grades verfahrest 
so erhalten wir ähnliche Gleichungen und wenn man dieselben alle zastHRmeS' 
ftwst, so stellt sich der Teil von M , welcher r-ten Grades ist, durch die EeB» 
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313) ^. =1S^'>'J*'co8[{l-J,)«-D.l 

dar, welche Gleictrang mit der aUgemeineren Gleichung 21) in den Aßtronomi- 
schen Nacbrichien 3346 verglichen werden kann. Da wir hier nur von den 
kritischen Planeten handeln wollen , also rf, seiner Grössenordnong nach kleiner 
als V"> annehmen wollen, so werden die Glieder der Eeihe 313) anwachsen; da 
die Reihe aber endlich ist , so kommt ihi-e Convergenz überhaupt nicht in Frage, 
ihr letztes Glied ist das grösste, und damit rechtfertigt sich das Fortlassen der 
Glieder höherer Grade in der Entwicklung der Störungsfunktion gegen die ent- 



Wenn wir das eben Gesagte bedenken, so können wir fiir den absolntea 
Betrag von jß, allerdings nur mit Berücksichtigung der grössten Glieder, wie 
folgt, schreiben: 

314) pars|Ji| = ±^-x-\ 

Es sind dies dieselben Glieder, die in 312) auftreten, indessen müssen sie 
hier sämmtlich positiv genommen werden, so dass die J, positive Constanten 
von der Ordnung Eins sind. Die Convergenz der Beihe 314) ist zu untersuchen. 

Hierzu wollen wir die Relation zwischen 8, and 8 entwickeln, d. h. die Be- 

lation 265): 

*, — 8~2ny. 

dW 
y ist der constante Teil der Funktion —^ — soweit er nicht rein erster Ordnung 

ist. Der Hauptteil von y entsteht also aus dem Gliede 3^ in der Gleichung 
186), und man findet demnach, wenn man die Heike 314) bedenkt, für }■ im We- 
aentliohen eine Reihe folgender Art : 

31B) r = |;-^«'-, 

wonach 

315a) d, = d - 2p 2 -^S- «*■""■ 

Diese beiden Gleichungen sind wieder 'ein Specialfall der Gleichungen 26) 
und 27) in den Astronomischen Nachrichten No. 8346; die c. sind Grössen von 
derselben Ordnung wie die a. und 6. , aber stets positiv. 

Ans der Gleichung 315a) folgt aber für jeden beliebigen Wert von 8, die 
Null eingeschlossen, ein solcher Wert von 8], für den alle hier angeführten Reihen, 
also auch 314) und 312) unbedingt convergiren, und man siebt unmittelbar, dass 
3, nicht beliebig klein werden kann, dass sich also im Systeme der kleinen Pla- 
neten Lücken zeigen müssen, die sich tun die Conunensarabilitätsstellen gmppiren. 

Ahhdlfi. a. T. Om. i. WIm. n OntiDga. Hia.-pbjp*. Kl. N. P. Bind I, ■. 20 
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Hiermit ist die Braachbarkeit anserer Integrationsmetbode bewiesen für 
jeden mSglichen Wert der mittleren Bewegung, natürlich nnter der Vorana- 
setznng der in der Einleitung hervorgehobenen Bedingongen, Wie stark die 
nomerische Convergenz der ersten Glieder der Reihe 312) nnd der analogen 
ist, lässt sich freilich nicht ohne Weiteres sagen; ea scheint, ala ob es kritische 
Planeten geben kSnnne, für welche sie ziemlich weit fortgesetzt werden müssen. 
Man kann übrigens ans dem Vorhergehenden achlieseen, dasa für die charakte- 
ristischen Planeten der ersten Klasse dj jedenfalls nicht nnter die Grenze '^mx 
sinken kann. 



Achtes Kapitel. 

lUeber die bei den IRechnungren zu beobachtende Ge- 

nauigfkeit und über die Bedeutung der elementaren 

Ghlieder für die iPraxis, sowie über ihre Daxstellung 

in secularer Form. 

1. Wir wollen uns jetzt Kecbenschaft darüber geben, bis zn welchem Be- 
trage wir Sti5rangsglieder vernachlässigen können, wenn wir die Coordinaten 
des gestörten Körpers innerhalb der gewünschten Genanigkeitsgrenze darstellen 
wollen. Sei e' eine kleine GriJsse, welche die ongeföhre obere Grenze bedeuten 
soll, bis zu welcher Fehler in der Darstelltmg der geocentrischen Coordinaten 
gestattet sein sollen, so haben wir die Bedingungen 

cos 8da <: «', dS<L s' 

ZQ erfüllen, wo a nnd S die geocentrische Rectascension und Declination be- 
zeichnen und nnter da und d3 natürlich die absoluten Beträge dieser Grossen 
za verstehen sind. Da nnn aber 









dr ^ J' 


ds ^' 


dj = ^ 



WO r, V nnd g, wie im Vorigen, Radiusvektor, Länge in der Bahn und Sinns der 
Breite des Planeten, sowie ^ sein Abstand von der Erde ist; und da ferner 
mit Vernachlässigung der Escentricität (Gleichung 2) 
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ACHTES KAFFTEL. 



80 erbalten wir die Bediagnngen 



-ävcs 



^ä,^. 



Indem wir wieder die Excentricitäten vernachlässigen, können wir a fiir r setzen 
nnd als Minimntn von zi den Wert a~l annelunen. Bezeichnet dann c den Be- 
trag, bis ZQ welchem die Fanktionen 9, v (also anch IV) and j von ihren wahrem 
Werten abweichen reap. abweichen dürfen, so ist 
ö-l , 



In der folgenden kleinen Tabelle gebe ich iüv n nnd a als Argnmente den 

Wert von , sowie den Betrag von e in Bogenmaass und von log« in abso- 

latem Maass, wenn s gleich einer Bogenminnte angenommen wird: 
Tabelle IH 









für t' 


= r 












« 


)oga 


log. 


' 


400" 


0.632 


9.88 


6.34 


45" 


600- 


0.515 


9.84 


6.30 


41" 


■ 800" 


0.431 


9.80 


6.26 


37" 


1000" 


0.367 


9.76 


6.22 


34" 


1200" 


0.314 


9.72 


6.18 


31" 



Den Werten der dritten und vierten Colnmne ist selbstverständlich — 10 
hinzuzufügen. 

Diese Tafel ist sehr lehrreich: sie zeigt namentlich, dass die absolnte Bahn, 
welche von der wahren nnr nm Beträge von der störenden Masse abweicht, 
nicht ansreichend ist, um die Coordinaten der Planeten innerhalb einer Bogen- 
minute dEirznstellen. Dies ist der Grund, warnm ich auf die Entwickinngen des 
sechsten Kapitels für die gewöhnlichen Glieder einen gewissen Wert gelegt 
habe. Es wird sich gleich zeigen , dass ihre Berücksichtigung in praktischer 
Einsicht wichtiger ist als die der elementaren Glieder. 

Wenn wir in den Funktionen p , W nnd J alle Störungsglieder fortlassen, 
deren absoluter Betrag kleiner als c ist, so können wir natürlich nicht erwarten, 
dass die Fehler dg , dv 'und rfg auch unterhalb dieser Grösse bleiben. Es lässt 
sich überhaupt nicht leicht ein Schluss ziehen, bis zu welcher Grösse man StS- 
rungsglieder fortlassen kann, wenn man e' einen gewissen Betrag erteilt; denn 
es wären noch weitere Untersuchungen nötig, um festzustellen, welchen Betrag 
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die Snmme der fortgelassenen Glieder eFreichen honn. Wir werden ans damit 
begnSgen , eine gewisse Grenze für die G-rösse der fortznlassenden StSrangs- 
glieder anznnEhmen , welche ein gewisser Bruchteil von e and wülkürlich zu 

wählen ist. Wenn man die Störungeglieder fortlässt, welche kleiner als etwa -q- 

sind, 80 wird man erwarten dürfen, dasä e die in obiger Tabelle gegebenen 
Werte nicht erheblich übersteigen wird, und also die Coordinaten im ÄEgemeinen 
bis auf die gewünschte Genauigkeit von l' dargestellt sein werden; natürlich 
Toraasgeeetzt , daes die Bahnelemente genan genug bekannt sind ; diese müssen 
wir eben dementsprechend bestimmen. 

Es wird im Allgemeinen keine Schwierigkeit machen, die gewöhnlichen 
Glieder innerhalb der festgesetzten Genanigkeitsgrenze zn berechnen , und es 
wird auch gerechtfertigt sein, wenn wir die SatumsstÖrungen bei Seite lassen, 
da sie in der Kegel nnterhalb dieser Grenze liegen. 



3. Indessen würde die Äuswertong dar elementaren Glieder mit der glei- 
chen Schärfe so gut wie unausführbar sein, und es würde auch den Zwecken der 
praktischen Rechnung durchaus nicht entsprechen, wenn man sie, absolut ge- 
genommen, ebenso genau berechnen wollte, wie die gewöhnlichen ; denn sie ändern 
ihre Werte mit der Zeit so langsam, dass sie zum grössten Teile mit den In- 
tegrationsconatanten vereinigt, d. h. bei der Rechnung fortgelassen werden können. 

Betrachten wir zunächst die elementaren Glieder iu der Funktion f, und 
nehmen wir an : 

316) (p) = x,cos[{l-e)«-r,]+Ä.co8[(l-?.)«-rO + 2«,cos[{l-eJw-IJ 
sei der strenge •) Ausdruck von (p) , sowie x, und J". die wahren Werte der 
beiden Integrationsconstanten, also dieselben Grössen, welche Gyld^n „absolute 
Elemente" nennt. Die x. seien diejenigen der x-Coefäcienten , welche bei der 
Störungsrechnung berücksichtigt worden sind resp. berücksichtigt werden müssen 
nnd die «, diejenigen, welche vernachlässigt werden können. Wir wollen sehen, 
wie gross die x, sein dürfen. Wenn man die letzteren bei Seite lässt and die 
Resultate der Rechnung mit den Beobachtungen vergleicht, so wird man bei 
der Elementenbestimmnng offenbar nicht die wahren Werte von x, und -T. finden; 
ich will vielmehr die aus den Beobachtungen bestimmten Werte dieser Con- 
Btanten mit x und T bezeichnen , so dass der aus der Rechnung reenltireade 
Wert von (p) der folgende ist: 

(p) = xco8[(l-e)f-r] + 2i(,eos[{l-s.)t)-r.]. 

1) Dies gilt eigentlich nur', wenn die Summeo rechter Hand conver^rea ; ist dies nicht der 
Fftll, so ist 316) nur ein genäherter Auidnick, jedeDfallB aber ein so weit gen&herter, wie es mit 
BOckiicht aaf unsere Aufgabe erforderlich ist. lieber die absoluten Beträge der %, br»ucheu wir 
keine Torauasetznag m machen. 



, Google 



THEOBTE DEB KLEINEN' PLISETES, ACHTES KAPITEL. 167 

Von letzteram nehme ich an, daas er um ^p fehlerhaft ist nnd erLalte dann 
ans der Vergleichong mit obigem strengen Aosdruck: 

^(> = x.cos[{i-?)i'-r.]-xcos[(i-g)w-r)+2ät,co8[a-ej»-rj 

= co8(l — s)«UaCosr, — xoosr+2ic, eo8[{ff,— s)i' + rj( 
+ Bm{l~s)v\x,Bmr^~xsinr+2:x^8Ui[(g^-g)v + r^]\. 

Sei nun v, derjenige "Wert, den die Länge v in der Mitte des Zeitranms an- 
nimmt , anf den man die Rechnungen ansdehncn will ; es darf nicht yergessen 
werden, dass wir hier v nicht wie in der elliptischen Theorie in Perioden von 
360" zählen dürfen, eondem von —oo bis +00, da ea an Stelle von ( als onab- 
hängige Veränderliche anftritt. In der Regel wird man es so einrichten, daas 
V, möglichst nahe der XuU liegt, dass man also in der ersten Hälfte des in Be- 
tracht kommenden Zeitranms mit negativem v operirt. 

"Wir können nun in den Klammem der vorigen G^leichnng die G-lieder, welche 
(S,— s)f im Argument enthalten, nach Potenzen von (?,— g)(P— «J entwickeln nnd 
schon die zweiten Potenzen dieser Grössen fortlassen, da sie während eines Zeit- 
raniQS von 100 Jahren sehr klein bleiben. Dann wird; 

„,„^p = cos(l-s)fU.cosr.-«cosr-f-2;x,cos[{s,-s)f,-|-rj-2;(s^-s)K,(i'-vJsin[{s,-s)«.+r,)} 
öI7) 

-t-sin{X-s)üix.sinr.-«sinr+Zx,sin[{ff,-s)«,+rj+Z(s,-s))(,(w-»,}co8[(y,-e)w,+rJj. 

Die ersten drei Glieder in den Klammern sind Constanten, and da man die 
Bestimmnng der Constanten ans den Beobachtungen natnrgemäss ao vornimmt, 
dass die letzteren mögliebst gnt dargestellt werden, so erhalten « und f offenbar 
die Werte, welche durch die beiden G-leicbnngen : 

xcosr= x.coar,+2*,cos[(ff,— ff)i>,+r,] 

318) 

Ksinr — x,8inr. + 25(,sin[(s,— s)e, + r,] 

definirt sind, nnd der Fehler in (p) wird folgenden Wert haben: 

318a) ^p = ■r(j,-s)»e,(w-r,)Bin[(l-s,)v-(ff,-s)r.-r,]. 

Dieser Betrag soll nun nach dem Vorigen kleiner als e sein. Wie bei den 
gewöhnlichen Gliedern, so wird es auch hier schwierig sein, sich einen Begriff 
von der Summe der Reihe in voriger Gleichung zu machen, and wir stellen 
wieder die Bedingung anf, dass jedes einzelne vernachlässigte Glied kleiner als 

-=• sein soll. Wir haben also die Bedingung 
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Kp. 



i,co8[ci-Of-i;] 



ein Glied in der DifFerentialgleiclitmg für {(f), aas dem ein Glied mit dem Coef- 
ficienten x, in (q) entsteht, ao ist nach den AasfulimngeD pag. 101 



■ 2(S,-S)' 
nnd die obige Bedingung geht in die folgende üher: 
2* 



Bezeichne ich 



319) 



3(f-w,)* 



2e 



so ist also -~ die Grenze, bis zn welcher StÖrongsgUeder von der Form B in 
der BlifereDtlalgleichling für ^ mitzunehmen sind. Wir können hier unbedenk- 
lich e — »0 ^ «(( — (J setzen, wo i^ "Üß Mitte des betrachteten Zeitranms, also 
im Maximom t—t^ = ±50 Jahre anzunehmen ist. Die folgende Tabelle gieht 
für n als Argument die Werte von e,, wenn « die in Tabelle HI gegebenen 
Werte hat; (— („ ist auf 50 Jahre berechnet, nit—Q in Graden und logn(( — (J 
in absoluter Zahl angegeben. 

TabeUe IV. 









far t' = 1' 


« 


n(«-i.) 


logn(i— (J 


log., 


400" 


2030" 


1.549 


6.09-.« 


600" 


3040» 


1.725 


4.88-1« 


80O" 


4060» 


1.860 


4.71-,« 


1000" 


5070' 


l.i)47 


4.57-1« 


1200- 


6090» 


2.026 


4.4Ö-1. 



Die &, sind vom ersten, dritten a. s. w., überhaupt immer von einem ungeraden 
Grade (siehe pag. 120) und ausserdem mit irgend einer Potenz der störenden 
Masse multipUcirt ; aus dem Gesagten geht also hervor, dasa die elementaren 
Glieder ersten Grades fortgelassen werden können, wenn sie in der Differential- 
gleichung für if rein zweiter Ordnung sind, und dass die Glieder dritten Grades 
im Allgemeinen schon fortgelassen werden können, wenn sie dort rein erster 
Ordnung sind , d. h. bei allen Planeten mit Ausnahme der kritischen , und auch 
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MeT wären nnr die exargnmentalen Glieder zu berückaiclitigen. Bei sehr Jossen 
Excentricitäten wird man eventaell noch das eine oder das andere Glied dritten 
Grades in der Entwicklang der Störungsfonktion mit Vorteil mitnehmen; daraof 
will ich aber hier nicht eingehen. Die obige Tafel- zeigt , wie weit man in 
jedem einzelnen Falle mit der Genauigkeit zu gehen hat, 

Aach über die Bestimmnng der Grösse g müssen wir einige Bemerkndgen 
machen, nm zu sehen, mit welcher Genauigkeit ihre Senntniss erforderlich ist. 
"Wir hätten in Gleichnng 316) statt g eigentlich anch g, schreiben müssen, wo g^ 
den wahren Wert dieser Grösse bezeichnet ; man überzengt sich jedoch unschwer 
durch Tlntersuchnngen, die den eben gemachten ganz ähnlich sind, dass wir auch 
bei ihrer Bestimmung in der Differentialgleichung für p Glieder fortlassen ki5nnen, 

deren Betrag kleiner als -^ ist. 

8. Es ist aber aus dem Gesagten noch eine wichtige Thataache zu folgern, die 
oft nicht genügend gewürdigt wird. Nämlich bei der Berechnung der Bewegung 
eines Planeten während eines beschränkten Zeitraums spielen die sogenannten 
kleinen Integrationsdivisoren von der Ordnung der g, überhaupt gar keine Rolle. 
Es ist ganz gleicbgiltig, wie klein sie sind, and wie gross der dementsprechende 
Coefficient x. in der Funktion (p) werden würde. Es kommt nur auf die Grösse 
der entsprechenden Glieder in der QlifeTenttalglcicIiaiig an, and die Brauch- 
barkeit unseres Integrationsverfahrens während eines beschränkten Zeitraums 
hängt lediglich von der ErfUUang der Bedingungen pag. 12 ab. 

4. Ich habe schon in der Einleitung gesagt, dass wir ans damit begnügen 
können, die Bahn Jupiters als elliptisch anzusehen; dennoch habe ich für die 
Funktion (p') den vollständigen Äxisdruck 

(p') = 2Se:cos[(i-s:)p'-rj 

eingeführt. Ich habe dies lediglich gethan, um meinen Ausführungen eine grossere 
Allgemeinheit zu geben, und um zu erreichen , dass die in dieser Abhandlung 
gemachten Untersuchungen auch bei eingehenderen Arbeiten als Ausgangspunkt 
dienen können. 

Für unsere gegenwärtigen Zwecke können wir den Aosdmck kürzen, indem 
wir den elliptischen dafür setzen und einfach schreiben: 

(p') = f}'co8{v'~n'), 

wo 1]' und IP als constant anzusehen sind. 

Da es von Interesse ist, za sehen, wie gross der Fehler sein kann, der da- 
durch in unseren Rechnungen entsteht, so wollen wir ihn feststellen durch eine 
Betrachtung, die der Obigen ganz analog ist. Nach Gyldön ist (p') im Wesent- 
lichen durch den Änsdrac^ 
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320) ((.') = x'cos[il~g')v'~r] + x',coa[il-9',)v'~r,]+x[co3[(l-s:)V-r,] 

gegeben , wo x' und F" die Integrationsconstanten für Jupiter sind , and wo das 
Glied mit dem Faktor «i von der Einwirkung Satoms und das folgende von der 
Einwirkung des Tlranne herrührt, x', enthält also als Faktor den Excentricitäts- 
modol Saturns nnd x', den des Uranus. Die Glieder dritten Grades sind hier 
bei Seite gelassen, und die numerischen Werte sind nach Gyld^n : 



log«' = 8.6252-10 


logs' = 6.6175-10 


r = 27".49 


-«; — 8.1777.-1(1 


-si - 6.4021-10 


r, = 132M4 1850.0 


-»; = 7.22«-,. 


-e', — 5.3673-1« 


r, = 101M6. 



Die Differenz dieser Werte gegen die Leverrier'schen ist für uns natürlich ganz 
bedeutnngslos. Es darf nicht vergessen werden , dass stets angegeben werden 
musa, von welcher Epoche an v' in der obigen Gleichung gezählt ist, da davon 
die Werte der J*^ abhängen ; es ist bei den Gyldön'schen Werten, wenn ich nicht 
irre, so gezählt, dass es zu Anfang des Jahres 1850 zwischen 0** nnd 360° liegt. 
In Analogie mit der für ^ gegebenen Entwicklung (Gleichung 317) haben wir 
also zu setzen: 

,COS „, ,COB „ , ,COS., , ,, , , r-zi , . CS (-, . i\ t , rw, 

WO fj der Wert ist, den v' in der Mitte des Zeitraums erreicht, für den unsere 
Eecfanong gelten soll. Da die gegenwärtigen Berechnungen der kleinen Planeten 
sich anf Jahrhnndert 18Ö0 — 1950 beziehen werden, so wird es sich empfehlen, 
v' vom Januar 1904 ab zn zählen, in welchem Monat die mittlere Lange Jupiters 
durch den NuUwert hindurch geht ; mit Bücksicht darauf müssten die obigen 
Werte der ri redueirt werden und ebenso wird man sie auf das mittlere Aequi- 
noctinm 1900.0 beziehen. Ich unterlasse indessen hier diese Kednction, da ich 
im zweiten Teile doch noch auf die numerischen Grundlagen unserer Rechnungen 
zurückkommen musa. Die numerische Rechnung ergiebt nun für die Epoche 
1850 , wenn v', klein ist : 

log ij' cos/?' = 8.6740-10 log»;' = 8.6834^10 

-»!' sin fl' = 7.9981-10 /7' = IP.Öl (1850.0), 

fast genau übereinstimmend mit Leverrier's Werten. 

Der Fehler , den wir infolge der genannten Kürzung in (>' begeben, ist also 
(vgl. Gleichung 317) und 318} nahezu: 

^f' = coB(l-s')t.'j(s'-s;)(f'~<)xisinr, + (s'-si)(r'-<)x;sini;! 
-Bin(l-g')«'i(e'-si)(t''— »;)<co8J^+(e'-g;)(«'— Ojcicos/;}. 
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Wenn ich also für den Aogenblick bezeichne: 

'^il 11 i\ -sin— , , ,, (Sin — 

H = Cs'-«>.„„,J'.+(«'-t.)'.„„,r., 

SO wird 

^p' ^ Cifu' — «^(008(1 — g')p' — r,(«' — wj)ain(l — s')p', 

und der absolute Betrag von ^p' Ist: 

Mp'I = VfTK(*''-<). 

d. h. mit Annahme der numerischen Werte 

l^p'l = [4.621-10] («'-!>;). 

Da ff' — »; in 50 Jahren den Maiimalbetrag von nngefähr 1620' erreicht, bo 
wird also: 

log I ^p' I = 5.944-10 
werden kSnnen. 

Ein Blick auf die Tabelle m in diesem Kapitel zeigt , dasa demnach der 
geocentrische Ort Jnpitera kaum nm 1' geändert wird, und dass der Einflnas 
unserer Eiirznng anf die Bewegung der kleinen Planeten für nnsere Zwecke 
ganz verschwindend ist; denn das ans ^p' entspringende Glied aof der rechten 
Seite der Differentialgleichnng für p wird nach § 3 des sechsten Kapitels nnr 
den Betrag &,^p' haben. Es ist ja aoch von vornherein selbstverständlich, dass 
die direkten SatomstÖrnngen grösser sein müssen. 

5> In bezng auf die Fanktion ; lassen sich genan dieselben Betrachtungen 
anstellen: wir werden auf der rechten Seite der DiflFerentialgleichnng för (j) 

ebenfalls Glieder fortlassen kBnnen, deren absoluter Betrag kleiner als -^ ist 

und wir setzen für Jupiter : 

(j*) = ain/sin(w'-tf'), 

nnd sehen / und 0' als Constanten an , nämlich als die mittleren Werte der 
Neigung nsd der Knotenlänge in der Mitte des in Frage kommenden Zeitranins. 

6. Ich gehe nun znr Betrachtung der Glieder der Form A über. Dieselben 
treten in erster Linie in der Funktion W auf, nnd über sie habe ich bereits 
einige Bemerkungen in den Astronomischen Nachrichten Ko. 3316 gemacht. Wir 
wollen annehmen , dass der vernachlässigte resp. zu vernachlässigende Teil von 
TT, der die Form A hat, durch die Gleichung: 

Tf. = 2;/",8in(ff,w+i4,) 

Abhilfi. i. K. Oh. d. WIm. n OSttlninu MktlL-plijL ZI. N. F. Baid l,i. 21 
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dargestellt ist. Auch diese Gleichong können wir, wie 316), eigentlicli nur anf- 
stellen, wenn ihre rechte Seite convergirt, was erst za beweisen wäre; immerhin 
können wir annelmien , dass sie , wie 816) , genähert gilt ; über den Betrag der 
/■, machen wir keine Vorauaaetznng, sie können sehr gross sein. Wenn wir den 
letzteren Ansdmck wieder nach Potenzen von v — v^ entwickeln, so wird; 

321) W,= 2^,Bm(e,v,+A,)+2>i,fM-v,)co8{<l,v,+A,)-^2k!'X{v-v;i'8ia{a,v^+A,)± 

Da aber die Babnelemente tt und A wieder ans den Beobadituigen bestimmt 
werden, so ist der Fehler, der sich in W (also anch in v) zeigen wird, nicht 
gleich dem ganzen W^; vielmehr wird der constante Teil in die Constante ji nnd 
der Teil, der proportional v ist, in die mittlere Bewegung eingehen, so dass 
der Fehler, der sich in v zeigen wird, ist: 

Jv = i(v— v,)'Z(j;/;Bin(ff>,+ ^,)± 

j4v soll nun kleiner als e sein, so dass wir, datf,(ff — vj klein ist, die Bedingung 

za erfüllen haben. Ich bezeichne jetzt : 



wo wir wieder v — v^ dnrch n{t—i^) ersetzen können nnd ich gebe in der fol- 
genden Tabelle den "Wert von e, für n als Argument, wobei ich wieder t — t^ za 
60 Jahren annehme: 



TabeUe V. 




für .' = !', 


n 


108., 


400" 


3.54-10 


600" 


3.16-10 


800' 


2.86-10 


1000" 


2.62-10 


1200" 


2.42-10 



Wir können dann in W die Glieder fortlassen, deren absolnter Betrag 



I/-.K- 



e. 



ist. Wenn wir setzen 



= i:y^cos(>t^v-i.A^)^ 
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80 ist offenbar nach Kapitel VI 

and imsäre Bedingong gebt über in 

324) *,n<y- 

Wir können also in der Differentialgleichnng für TT im Allgemeinen die 
Glieder vemacbläsaigen , deren Betrag kleiner als -g^ ist, und hieraus kann 



fortzolaesen sind , denn sie sind sämmtlicli noch mit dem Qaadrat des Kxcentri- 
citStsmodnls moltiplicirt. 

Wir müssen aber besonders achten anf diejenigen Grlieder der Form A in 
W , die dort durch die Fonktion S eingeführt werden. In bezog auf diesen 
Teil ist nach Gleichung 69) 

pars-^^ = S.-2Ä,, 

also mit Berücksichtignng von Gleichong 251b) : 

par8-^=-35., 

wenn 5. and iZ, die entsprechenden vernachlässigten TeUe dieser Fonktionen be- 
deuten. Nach 823) ist also: 

Ist nun der Temachlässigte Teil von S in der Differentialgleichnng fUr diese 
Funktion: 



so ist zn setzen: 

<s,y, = 3a,, 
und die Bedingung 



bleibt zu erfüllen. WirkSnneninderDifferentialgleichnngfiir iSalso alleGlieder der 
Form A fortlassen, deren absolnter Betrag kleiner als -^ ist. Die s, sind ans 
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unserer Bedingiingsgleicliniig ebenso gänzlich verschwanden, wie es oben hei den 
AnseinanderBetzimgen für die Fnnktion t/ der Fall war ; wir haben wieder einen 
direkten TJeberblicb, wie weit wir bei Anfatellnng der Differentialgleichungen 
fOr S und W gehen müBsen, nm die Glieder der Form A mit genügender 

Schärfe zu finden ; wie gross ihre Coefficienten f, in der Fnnktion W sind , ist 

dabei von gar keinem Einfloaa. Freilich scheint die Grenze -^ etwas niedrig zn 

sein; indessen sind diese Glieder mindestens zweiten Grades und bei der nu- 
merischen Rechnung gewinnt man die Ueberzengnng , dass die Glieder rein 

■weiter Ordnung in --j— fast durchgängig unter dieser Grenze liegen, womit 

also gezeigt ist, dass die elementaren Glieder in TT für die Praxis von unterge- 
ordneter Bedeutung sind. 

In jedem einzelnen Falle hat man an den oben gegebenen "Werten von e, 
8, und c, einen Maassstah wie weit die nameriscbe Genauigkeit zu treiben ist. 

7. Die Hauptachwierigkeit macht es natürlich, die charakteristischen Glieder 
mit der erforderlichen Schärfe zu berechnen. Zunächst wUl ich einige Worte 
sagen über die charakteristischen Planeten der höheren Klassen, zu denen, streng 
genommen, jeder Planet gehört. £s ist einlenchtend, daes die charakteristischen 
Glieder der höheren Klassen nur dann merklich werden, wenn der Divisor ^^ 
ausserordentlich klein ist , wenn also die Perioden dieser Glieder mit denen der 
elementaren auf eine Stufe zu stellen sind , und in diesem Falle gilt das eben 
fär die elementaren Glieder Gesagte auch hier. Ob die charakteristischen Glieder 
höherer Klassen während eines beschränkten Zeitraums für die praktische St5- 
Tungsrechnung merklich werden, hängt nicht von ihrem absoluten Betrage ab, 
sondern vom Betrage der ihnen entsprechenden Glieder in den Differentialglel- 
drangeii und da diese sicher sehr klein sind, so werden auch sie fortzulassen sein. 

Die diarakteristischen Glieder der niederen Klassen sind indessen mit der- 
selben Schärfe zu berechnen, wie die gewöhnlichen, d. h. bis zum Betrage ^■ 

Es bleibt nun noch die eine wichtige Frage zu beantworten, welche Klassen 
von charakteristischen Planeten zu den höheren und welche zu den niederen 
Klassen zu zählen sind. Diese Grenze ist nicht leicht zu ziehen ; sie bestimmt 
sich durch die Genauigkeit, mit der man die Beobachtungen während eines ge- 
wissen Zeitraums darstellen will. Ich habe die Glieder dritten Grades iu der 
Entwicklung der Stömngsfunktion vernachlässigt und damit eigentlich schon 
die charakteristischen Planeten der dritten Klasse zu den höheren gezählt. Ob 
dies gerechtfertigt ist, ist zweifelhaft und kann sich erst bei Aasführung einiger 
weiteren Rechnungen zeigen. Sollte es nicht der Fall sein, so ist man freilich 
gezwungen, für diese Planeten einige Glieder dritten und eventuell vierten 
Grades in der Entwicklung der Störnngsfunktion zu berücksichtigen. Es werden 
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diea aber in allen Fällen nor wenige Glieder sein, and ea erscliien nidit lobnend, 
deswegen in der gegenwärtigen Arbeit die Entwicklangen über die G-Hedei zweiten 
C^ades liinaas fortzasetzen. Wenn also aacb für die äasserst wenigen Planeten, 
welche diesen Klassen angehören , unsere Formeln vielleicht nicht vollständig 
ansreichen, nm ihre Coordinaten innerhalb 1' darzustellen, so ist es doch nicht 
schwierig, befanfs genanerer Berechnung die wenigen nötigen Glieder höheren 
Orades hinzuzufügen. 



8. Ich will nun noch einige Worte sagen über die Darstellung der elemen- 
taren Glieder in secularer Form, namentlich, um festzustellen, welche der beiden 
Darstellongsarten die vorteilhaftere sein dürfte. Ich habe schon pag. 85 einige 
Bemerkungen über diese Frage gemacht. Kürzen wir die Aasdrücke der ele- 
mentaren Glieder in der Weise, dass wir die Bewegung Jupiters als elliptisch 
annehmen, eo sind die Funktionen ij und 11 durch die Kelationen; 

ijcosfl = )(C08(s»+r)+3(,cosr, 

i}8in/7 ^ Ä8in(sü+F)+x, sbr, , 

ausgedrückt, die an Einfachheit nichts zu wünschen übrig lassen. Die secolare 
Form ist sehr einfach hieraus herzustellen; es wird: 

i)cosJ7=)(Cos(fDj+r>H(,coar,w-eÄ(o-tJ^sin{si;,+i^-^{tJ-«J'cos(fft),+I^± 

i)sin/7=)(Bin(s«,+r)+Xiainr, + sx{i; — fjJco8(?t)„+r) — g-(i'— tfJ*sin(si'i,+rO± , 



wo man, wenn man will, auch die Zeit als unabhängige Veränderliche einführen 
kann. Bas mit dem Quadrat von v multiplicirte Glied erreicht allerdings in 
einem Zeitraum von 100 Jahren nicht den von uns als Genaoigkeitsgrenze an- 
genommenen Betrag, kann also bei Seite gelassen werden. 

Wie sich die Integrationen des sechsten und siebenten Kapitels stellen 
werden , wenn man die elementaren Glieder in secularer Form giebt , ist ohne 
Schwierigkeit einzusehen, und gerade hier bietet die DarsteUung in periodischer 
Form einen Vorteil < 

Auch die Glieder der Form A in der Funktion W stellen sich in ihrer pe- 
riodischen Form so einfach dar, dass ich dieser letzteren entschieden den Vorzug 
geben möchte ; ea wird nämlich ; 

1,« = x' + x] + 2xx^eo8isv + r-r,) 
)ji)'cos(/7— 77,} = )(,)t'-t-)oc'cos(siJ-(-r— fj 
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Bemnach tritt hier ausser den constanten Gliedern überliaDpt nar ein einziges 
Argument anf, and die Eechnnng kann aacli dnrch das Auftreten ansaergewöbn- 
lieh kleiner Divisoren nicht erschwert werden. Will man die Grlieder dennoch 
in secnlarer Form darstellen, so wird aaeh dies keine Schwierigkeiten machen. 
Sie sind hier am einen Grad kleiner als in p; indessen sind sie in der Funktion 
W nnmerisch in vielen Fällen grösser, namentlich wenn es sich um charakte- 
ristische Planeten handelt, so dass dann das mit v' mnltiplicirte Glied berück- 
sichtigt werden mnss ; and nar dieses , da die vorhergehenden sich mit den In- 
tegrationsconstanten vereinigen. 

Dies sind die Gründe, die mich bewogen haben, die sogenannten Secnlar- 
störongen in periodischer Form zu geben. 

Greifswald 1897, November. Martin Brendel, 
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